Cislo 2 ¢ November 2006 Zimny semester 31. ro¢nika (2006/2007)

STROM

KoreSpondenény matematicky seminar

Ahoj, riesitelia nasi!

Tak, a mame za sebou prviu sériu opravovania aj my, vasi
veduci. Nebudeme daleko od pravdy, ak povieme, Ze sme
sa i zapotili. Ale ¢o nespravime pre vas, naSich riesitelov?
Tak ako vy s laskou sebe vlastnou spisujete vsetky svoje
myslienky, ktoré vas napadnt, tak my veduci lastime, co
nam tou-ktorou vetou chcete povedat. Iste ste sa s vervou
snazili dat na papier myslienky, ktoré vas napadli k iloham
druhej série, ktorti uz drzime v rukdch. My sa velmi teSime,
ako si ich precitame. ° e =
Verime, Ze sa vdm podarilo vyrieSit v druhej sérii ¢o najviac
prikladov a stretneme sa spolu na zimnom ststredeni. To sa
uskuto¢ni od 25. 2. 2007 do 2. 3. 2007 v Gelnici na nasom

milovanom vychodnom Slovensku. Q: Why did the chicken scientist

cross the road?

UZ sa na vas tesime. A: To invent the other side.
Vasi STROM isti.

A mathematician and ...

Several scientists were all posed the following question: ,What is 2 - 27

The engineer whips out his slide rule (so it’s old) and shuffles it back and forth, and finally
announces ,,3.99%.

The physicist consults his technical references, sets up the problem on his computer, and announces
»it lies between 3.98 and 4.02¢.

The mathematician cogitates for a while, then announces: , I don’t know what the answer is, but
I can tell you, an answer exists!.“

Philosopher smiles: ,,But what do you mean by 2 - 27¢

Logician replies: ,,Please define 2 - 2 more precisely.“

The sociologist: ,,I don’t know, but is was nice talking about it.“

Behavioral Ecologist: ,,A polygamous mating system.“

Medical Student: 4

All others looking astonished: ,,How did you know?7“

Medical Student: ,I memorized it.“

A Mathematician (M) and an Engineer (E) attend a lecture by a Physicist. The topic concerns
Kulza-Klein theories involving physical processes that occur in spaces with dimensions of 9, 12 and
even higher. The M is sitting, clearly enjoying the lecture, while the E is frowning and looking
generally confused and puzzled. By the end the E has a terrible headache. At the end, the M
comments about the wonderful lecture.

E: ,How do you understand this stuff?«

M: I just visualize the process®

E: ,How can you POSSIBLY visualize something that occurs in 9-dimensional space?“

M: , Easy, first visualize it in N-dimensional space, then let N go to 9.¢
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KOMENTARE K ULOHAM 1. SERIE 31. ROCNIKA

1. Opravovali: Janka Mihaléova, Robko Hajduk, Feri Kardos Pocet riesitelov: 43
Najoriginalnejsi riesitelia: Ondrej Mikulas, Michal Petrucha,Vladislav Ujhazi

Na zaciatok by sme sa vam chceli ospravedlnit za vysoka obtiaznost tretej ¢asti tlohy. Sami sme
netusili, aka badu sme na seba usili zadanim tejto ¢asti. No po hodinach ¢itania vasich rieSeni sme
nasli par krasnych rieSeni aj v tejto c¢asti ulohy. Povedzme si trocha, ako ste mohli uvazovat pri
rieSeni jednotlivych casti tejto tilohy.

Cast po a) ste takmer vSetci zvladli. Naslo sa niekolko takych, ktori zabudli, ze nezélezi na poradi
skupin, t.j. predelit dvomi. Azda ani nemusime spominaft, Ze oCakdvané spréavne riesenie bolo 32
roznych usporiadani. Tychto 32 moZnosti sa dalo najst aj jednoduchym vymenovéavanim.

Do druhej ¢asti, po b), sa pustili viaceri s odhodlanim, ktoré ¢asto viedlo spravnym smerom. Tu uz
vymenovat vSetky moznosti neprichddza do tivahy, st ich totiz stovky. Schodnejsia cesta k spravnemu
visledku bola nejako vSetky tie moznosti rozdelit a zrataf. Uvaha, ktord sa vyskytla vo vasich
rieSeniach najcastejsie, spocivala jednoducho v tom, Ze najprv vyrobim prvé stvorclenné druzstvo,
potom druhé, a ti Styria, ktori zostand, budu tvorit tretie.

Pocet moznosti, ako vytvorit prva Stvoricu je W = 240. Preco? Za prvého Clena prvej Stvorice
mozeme zobrat kohokolvek (12 moznosti), za druhého niekoho zo zvysnych deti okrem strodenca
prvého ¢lena (10 moznosti) atd. Vysledny pocet ale eSte musime vydelit 4!, pretoze dani Styria ziaci
sa do daného druzstva mohli dostat v akomkolvek poradi, a teda kazd4 Stvorica je tam zardtana 4!
krat.

Uvedieme aj intt moZnost, ako vypocitat po¢et moznosti ako vytvorit prva stvoricu: Vyberieme Styri
surodenecké péary zo Siestich (na to mame (i) moznosti) a z kazdého z nich si vyberieme jedno z
dvoch deti (na to mame spolu 2-2 -2 -2 = 16 moznosti). Spolu to teda je 52 - 16 = 240 moZnosti.
Rada pre budticnost: Casto sa pocet nejakych moznosti da vyjadrif viacerymi spésobmi, ale vysledok
by mal vyjst vzdy rovnaky. Preto ked si nebudete isti tym, ¢i vasa tivaha bola spravna, skuste tu
isti tlohu vyriesit este jednym, principidlne inym sposobom.

Méame uz vytvorené prvé druzstvo. Ostali nam dva strodenecké pary a $tyri deti bez strodenca. Je
jasné, ze v druhom druzstve budi dve deti z tych dvoch sturodeneckych parov (2 -2 = 4 moznosti) a
dve deti bez strodenca (dve zo $tyroch — (;1) = 6 moznosti). Na vytvorenie druhého druzstva teda
mame 24 moznosti.

Spolu teda méame 240-24 = 5 760 moznosti, ako vytvorit postupne prvé, druhé a tretie druzstvo. Na
poradi druzZstiev ale nezalezi, ked napriklad vymenime celé prvé a druhé druzstvo, dostanem také
isté rozdelenie. Kazd4 moznost tam teda je zaratand tolko krat, kolko existuje moznosti povymienat
druzstva medzi sebou, a to je 3! = 6. Preto je definitivny vysledok rovny % = 960.

V principe tplne odlisna tvaha spociva v tom, Ze sa nebudeme pozerat na to, ako dané skupiny
vznikali, ale pozriem sa na to, ako vyzera hotové rozlozenie. Ako sami vidite na obrazku vpravo,
existuje jediné rozlozenie také, ze ziadna z 3 skupin neobsahuje oboch ¢lenov stirodeneckého paru.

*r—

7 obrazku vidime, ze v kazdej dvojici skupin st dva siirodenecké pary, z ktorych jeden clen je v
prvej a druhy v druhej skupine. Teda zo Siestich stirodeneckych péarov si vyberieme 2 pary (na to
mame (g) moznosti), z ktorych jedného ddm do prvej skupiny a druhého do druhej (toto vieme
spravit 22 sposobmi). Potom zo $tyroch zvy$nych stirodeneckych parov vyberieme opif dva (&ize (‘21)
moznosti) a tie vieme umiestnit 22 sposobmi. No a poslednu dvojicu ddme na zvy$né miesta a to opét
22 sposobmi. Tento vysledok ale nezahriiuje fakt, ze nezalei na poradi skupin ako st poukladané
(spdsobov ako preukladat 3 skupiny je 3!). TakZe vysledky pocet predelime Siestimi. Vysledny pocet
sposobov ako rozdelit 6 sirodeneckych parov do troch $tvorélennych skupin za podmienky, ze v
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ziadnej skupine nie je sirodenecky par, je teda

()22 ()-2°-(5)-2 _ o

Na tlohu sa dé pozriet este z tretej stranky, z pohladu konkrétneho Ziaka. Ziak Jozko bol zadeleny
do nejakej Stvorice. Do kolkych roznych $tvoric mohol byt zadeleny? Druhy ¢len jeho skupiny urcite
nie je jeho strodenec, takze je to jedno z 10 deti. Treti clen nie je stirodenec prvych dvoch ¢lenov
skupiny, takze je to jedno z 8 deti, podobne stvrty ¢len je jedno zo 6 deti. Tito traja zvysni ¢lenovia
Jozkovho timu ale mozu byt vybrati v akomkolvek poradi, a teda pocet roznych Stvoric, v ktorych
je Jozko, je 10:'3# = 80. Vezmime si jednu z tychto moznosti. Medzi ostatnymi 8 detmi si este dve
sturodenecké dvojice. Nech jedna z nich je Janka a Danka. S Jankou je v skupine jedno diefa z tej
druhej strodeneckej dvojice (dve moznosti) a dve zo zvy$nych Styroch deti (6 moznosti). Je to 12
moznosti pre kazdi moznost s kym je v skupine Jozko, spolu je teda 80 -12 = 960 moznosti ako deti
mohli byt rozdelené.

Najkomplikovanejsia pre vas na rieSenie a pre nas na opravenie bola ¢ast po c). Opit je moznych
viacero pristupov. Mozeme ich rozdelit podla toho, ¢i sa pozerdam na proces vytvarania skupin, alebo
na vysledok.

V prvom pripade najprv zratame pocet moznosti ako vytvorif prva trojélennti skupinu — je to
(5) - 23 = 160. Pri vytvérani druhej skupiny ale musime vSetky moznosti rozdelit podla toho, kolko
surodeneckych parov mé prva a druhé skupina spoloénych — moze to byt 0, 1, 2 alebo 3. Takto
postupne zratame vSetky moznosti.

V druhom pripade sa pozrieme, ako mohlo celé rozdelenie dopadnut. Existuju 3 spésoby ako rozdelit
ziakov tak, aby v skupine nebol sirodenecky par. Obrazky nam popisuju jednotlivé sposoby.

——o
———o
——o ——o ® ®
——o ——o ——o ——o ——o
——o ——o ———o ———o
——o ——o ———o ——o
6 2 02
.24.2
1. obrazok = 7(3) 5 =160
6 4
2. obrazok = <2> 2. <2> .22.22 =2 880
12-10-8-6-4-2
3. obrazok = 1 =1 920

Spolu to je 160 + 2 880 + 1 960 = 4 960 moznosti ako usporiadat 6 stirodeneckych parov do Styroch
trojélennych skupin za podmienky, ze v Ziadnej skupine nieje stirodenecky par.

Uvedme, ako sme vy¢islili po¢et moznych usporiadani stirodeneckych parov v trefom obrazku (os-
tatné si premyslite sami!). Na umiestnenie prvého strodeneckého paru méme 12 moznosti, druhy
vieme umiestnit uz len 10 spésobmi, dalsie pary 8, 6, 4, 2 sposobmi. Nakolko ndm nezalezi na poradi
skupin, predelime vysledok 4! = 24.

Verime, Ze aj ked tretia Cast tejto tlohy nepatrila medzi tie jednoduchsie tlohy, vasa chut ku kom-
binatorike sa neskazi jednym malym netspechom. Naopak, bude motivaciou do budicna pri rieseni
uloh podobného charakteru. Uz sa tesime, ¢o prinesie tiloha 1 v druhej tohtoroc¢nej sérii.

2. Opravovali: Veronika Colldkova a Robko Hajduk Pocet riesitelov: 44
Najoriginalnejsi riesitelia: Alexandra Kuncova, Jakub Varo
V tejto tlohe ste sa mohli pekne vybirit s tedriou ¢isel, ¢o sa vdm mnohym aj tspesne podarilo.

http://seminar.strom.sk



STROM 4 Zimny semester — 2006,/2007

Prva cast tlohy spocivala v dokazani, Ze 2¢ a sti¢asne aj 32 deli dany vyraz. To, Ze to naozaj plati,
sa dalo pekne ukézat z vlastnosti ¢isel n+ 1, n a n— 1. No to, Ze aj 5 deli dany vyraz, vim vsetkym
az také jasné nebolo. Tam sa niektori pomotali, pritom si len stacilo prebrat zvysky po deleni 5.
Véznych chyb v tlohe nebolo vela. Dobra rada pre budtcnost tym, ktori dokazovali delitelnost tak,
ze si ¢islo rozlozili na 720 = 20 - 36, ¢o sa v tomto pripade dalo tiez. Bolo treba si dat pozor na to,
Ze su to sudelitelné éisla. Totiz aj 360 vyhovuje tomu, Ze je delitelné 20 a 36, ale neplati 720 | 360.
Tato sudelitelnost potrebujeme nejako obabrat. No a ako na to? Tak najprv ukézeme delitelnost 36,
no a o podieli, ktory ndm po predeleni nédsho vyrazu ¢islom 36 ostane, ukdzeme, Ze je delitelny 20
(verime, Ze i sami pridete na to, ako na to).

TakZe nabudice pozor na dokazovanie delitelnosti tak, ze zlozené ¢islo si rozkladate na sudelitelné
Cisla. Jednak sa mozete fahko pomylit a koniec koncov aj dokézat nieco, ¢o neplati (napriklad ¢islo
je delitelné 12, ak je delitelné 2 a 6 zaroven. To, samozrejme, neplati). AvSak nedd ndm nespomenit
najvicsiu a najcastejsiu chybu prikladu, ktorou bola vasa nepozornost a neddslednost.

Vyrazna ¢ast z vas totiz chcene alebo nechcene pozabudla na overenie platnosti opacnej implikécie.
Ako v nasom pripade obratenad implkiacia znie? Je to takato tiloha: Nech n je celé ¢islo vicsie ako
6. Plati, Ze ak &slo n?(n? + 16) je delitené &islom 720, tak n — 1 a n + 1 st prvocisla? V tejto tilohe
staci najst jedno ¢islo, pre ktoré obratenéd implikdcia neplati. Priklad konkrétnej situacie, v ktorej
nejaké tvrdenie neplati, sa nazyva kontrapriklad na toto tvrdenie. V nasom pripade na popis celej
situécie sta¢i uviest ¢islo n (napriklad 48, alebo 720). Aké jednoduché. A to véas stalo bod. Tak pozor
na to.

3. Opravoval: David Hudak Pocdet riesitelov: 53
Najoriginalnejsi rieSitelia: Zuzana Harmincova, Martin Vdovi¢enko, David Vendel
Musim uznat, ze takato ulohu som eSte neopravoval. Riesili ste ju tGplne vSetci a nejaky ten (naj-
CastejSie spravny) sucet tieZ kazdy naSiel. Som z vas hotovy :). Velmi ste ma potesili. No dal som
si zalezat na preciznej oprave a musel som aj postrhavat body. Hlavne za nedostatoéné vysvetlenia
a za rieSenia typu ,pre nejaké 2 pripady mi to sedi, tak to bude platit vzdy“. Uvedomte si, Ze to
nie je vo vSeobecnosti pravda. A inak som rad, ze tato tloha mala taky tspech, ved aj vysledok bol
zaujimavy, ¢o poviete? BlahoZelam vam, len tak dalej.

4. Opravoval: Jan ”Kuiso” Kuis Pocéet riesitelov: 44
Najoriginalnejsi riesitelia: Tomas Kocak, Vlado Ujhazi

Uloha bola pomerne jednoduché a skoro vsetci ste si s fiou poradili. Takmer kazdy zistil, Ze najvicsia
cifra méZe a musi byt 5. Z toho ste rychlo usudili, Ze tam musi byt i cifra 3. A zvySok ste zvicsa uz
len vyskusali. V druhej Casti ste postupovali rovnako, zistili ste najvacsiu cifru a zvysné moznosti
ste vyskusali.

Niektori zadanie pochopili tak, Ze cifry musia byt rozne. Zo zadania to vSak nevyplyva.

Takmer vsetci z Vas sa vSak uchylili k sktisaniu vicsieho mnozstva moznosti. Je naozaj tazké urcit,
¢i vela su 4, 14, 140 alebo 1400 moznosti. Vzdy je vSak lepsie iitvahami ich vylaéif ¢o najviac. Cim
menej ich je, tym kvalita riesenia stupa.

5. Opravoval: Tomas Lucdivjansky Pocet riesitelov: 22
Som s vami vSetkymi velmi spokojny! Drviva vécsina z tych, ktori poslali rieSenie tejto tlohy, to
zvladla, comu som nesmierne rad. (Nieco z vas predsa len bude.)

Ak si spravne zakreslime zadany trojuholnik ABC, vysky v fiom a priamky kolme postupne na
strany BC, AC, AB, prechadzajice postupne bodmi K, L, M, mozeme si vSimnut, ze vyska BE je
rovnobeznd s kolmicou na stranu C'A prechadzajicou bodom L. Ale to nie je vSetko! Vsimnime si,
7e z CL = FA nam hned vyplyva, ze CE = LA.

To ale znamenad, ze kolmicu na C A v bode L vieme dostat, ak zobrazime vysku BE v stredovej si-
mernosti podla Tubovolného bodu osi strany C'A. Podobnou tvahou dospejeme k tomu, Ze kolmicu
na BC v bode K vieme ziskat z vysky AD, a kolmicu na AB v bode M pomocou vysky CF'.

Je zname, Ze osi stran kazdého trojuholnika sa pretinaji v jednom bode — strede opisanej kruznice, v
bode S. Ak dany trojuholnik ABC' zobrazime v stredovej simernosti podla bodu S, dostaneme tro-
juholnik A’ B’C’. Vsimnime si, ako sa v tejto stredovej stimernosti zobrazilo ortocentrum O. Zobrazi
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sa do bodu O'. Z vlastnosti stredovej simernosti vyplyva (sami si premyslite, Ze to tak naozaj je!), ze
vysky v trojuholniku A’ B’C’ (ak ich predizime) uréuji vlastne postupne priamky C'M, A’K, B'L.
-

Najdolezitejsie na rieSeni bolo v§imniut si to, ze kolmice na BC, CA, AB v bodoch K, L, M sa daju
zostrojit pomocou stredovej simernosti so stredom S. Kto na toto prisiel, dokon¢il tento priklad bez
akychkolvek problémov. Ostatnym prajem, aby neztfali a pracovali dalej na svojom Sherlockovskom
pozorovacom umeni dalej.

6. Opravovali: Darko Gal a Feri Kardos Pocet riesitelov: 16
Najoriginalnejsi riesitelia: Tomas Kocak

Mili nasi riesitelia. Som rad, Ze vam nerobi problém zamyslat sa nad problémom, ktory sme vam
zadali, ale ned4 mi nespomentt, Ze najskor je potrebné tlohu dobre (ak nie dokonale) pochopit a
zistit, o ¢o v nej vlastne ide.

Mam na mysli fakt, ze ¢ast rieSeni, ktoré prisli sa zamerali na jedno jediné konkrétne ¢islo n a v ramci
toho si eSte sami zvolili rozmiestnenie kamienkov. Ale tlohou bolo dokazaft (to slovko pod¢iarkujem),
Ze pre kazdé prirodzené ¢islo n a pre akékolvek rozmiestnenie kamienkov sa nam podari dostat aspon
jeden kamienok do pravého horného rohu.

Cast z véas prehlésila, Ze najhorSou situaciou bude, ked vsetky kamienky umiestnime do lavého
dolného rohu a pokracovali v dékaze tlohy pre tato ,najhorsiu® situaciu. Ale preco by to mala byt
najhorsia situacia? A aj keby bola (¢o teda urcite nie je), nemyslite, Ze by za zmienku stélo, preco
je kazdé dalsie rozmiestnenie kamienkov vyhodnejsie?

A este jedna drobnost, ktora je pri rieSeni dokazovych tiloh asi najdoélezitejsia: Dokaz nie je korektny,
ak uporne tvrdime, ze dokazovand hypotéza plati. Mame niekolko typov ,, dokazov (priamy, sporom,
indukciou, ...) a zial ,,dokaz“ tpornym tvrdenim nie je dokaz. Jednou z najvyhodnejsich ciest (nie
vSak jedinou) bol dékaz matematickou indukciou. Vidite ho tam? Tak hladajte ... Vela zdaru.

7. Opravoval: Riki Gal Pocet riesitelov: 16
Neviem, ¢i z obavy, Ze ide o 7. priklad, alebo z toho, Ze ste nevedeli, ako zacat, sa do tejto tlohy
pustilo len 16 z vas. Preto nazna¢im par krokov z rieSenia.

Vychédzajme z predpokladov: n | p— 1, a z toho teda mame, ze n < p — 1 (funguje tato tvaha pre
kazdé prirodzené ¢&islo p?). Dalsi predpoklad po rozpisani je p | (n—1)(n? +n+1). Tu si uvedomme,
ze p je prvocislo. A teda p | n — 1, no v tom pripade p < n — 1 (vyuzitim predpokladu zo zadania,
ze n > 1), ¢o je spor s prvym predpokladom, a teda nutne

pln?4+n+1. (%)

Preto existujt prirodzené ¢isla a, b, pre ktoré plati:
p—1=a-n, aeN (1)
n*+n+1=0b-p, be N (2)
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Vyjadrenim p zo vztahu (1) a dosadenim do vztahu (2) polahky dostaneme, ze
b-a-n+b=n*+n+1, (3)
a z toho teda porovnanim zvyskov po deleni ¢islom n vo vztahu (3)
b=c-n+1, c€ No. (4)
Dosadenim vztahu (4) do vztahu (3) ziskame vztah
a-c-n+at+c=n+1l (5)

Pre ¢ > 1 dostédvame (uvedomiac si, ze i a > 1), ze lava strana vztahu (5) > n+2, ¢o je spor, pretoze
vztah (5) plati. Odtial nutne ¢ =0, b =1, a teda

p=n®+n+1. (6)

A préave tento vzfah nés polahky dovedie do ciela, pretoze jeho dosadenim do 4p — 3 zistime, Ze
4p—3=(2n+1)>2

Vasa najcastejsia chyba spocivala v tom, Ze zo vztahu (x) ste rovno usudili, Ze plati (6), avSak bez
dokazu. Tak nabudtce pozor na to.

8. Opravoval: Feri Kardos Pocet riesitelov: 4
Najoriginalnejsi riesitelia: Miroslav Balaz

Tak tato tloha bola fazka (prisli len 4 rieSenia), no nie nevyriesitelné (jedno z nich bolo velmi pekné,
mozete raz hadat ktoré). Bola to typicka fazka geometrické tloha — je zadané kopa vselijakych bodov,
priamok a kruZnic a naSou tlohou je medzi nimi objavit nieco $pecidlne. NavySe, v tejto tlohe je
nejaky bod pohyblivy a iny bod vraj ma byt pevny. Co to vlastne znamen4, pohyblivy bod, pevny
bod? Je to ten Archimedov pevny bod, pomocou ktorého chcel pohniat Zemou?

V nasledujucich riadkoch sktisim napisat par tipov a trikov, ako si poradit s takouto tlohou.

Ak je zadané, Ze bod D je pohyblivy bod vnutri strany BC A

zadaného trojuholnika ABC, tak znamena to asi tolko, ze
musime ratat s tym, ze bod D by mohol byt tplne hocikde
vnutri danej tsecky. Potom aj poloha bodov O, Oy, M a
N zélezi na polohe bodu D, dalo by sa povedaf, Ze tieto
body sa pohybuju spolu s bodom D. Rovnako sa (asi) meni
aj poloha priamky M N v zavislosti od polohy bodu D.
Nasou ulohou je ale dokazat, ze tato (pohyblivd) priamka
prechadza pevnym bodom, teda Ze existuje nejaky bod, v
ktorom sa vSetky priamky M N (pre vSetky mozné polohy
bodu D) pretinaju.

Ked uz sme si vysvetlili nezname pojmy v zadani, skis-
me sa pohnit aspor trocha v rieSeni danej tllohy. Kedze je
to osmicka, asi sa nebude daf len tak z hlavy vyriesit na
kolene na poste v pondelok vecer par minat pred zaverecnou. Predpokladajme teda, Ze este mame
dost ¢asu, takze sa s tilohou modzeme troska pohrat.

Jedna z najdolezitejsich veci pri rieSeni geometrickych tloh je vhodny obrazok. Casto sa oplati si
obrazky dokonca narysovat. V tomto pripade to dopadne napriklad tak, ako na prvom obréazku.
Nesmieme byt netrpezlivi a tlohu chcief vyriesit na prvy pokus. Skisme sa v obrazku najprv len
tak hrabaf, namiesto toho, aby sme hned pétrali po nejakom pevnom bode, ktorym prechadza
priamka M N. (Nevieme ¢o je to za bod, takze to moze byt hoci¢o — od znadmych pevnych bodov
ako stred opisanej alebo vpisanej kruznice alebo priese¢nik vysSok az po vselijaké prapodivné tazko
definovatelné ale pevné body.)

strom@strom. sk
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Co sa z obrazka d4 vyhrabat? Casto st to napriklad zhodné tisecky, zhodné uhly, inak stvisiace uhly
(obvodovy a stredovy), trojuholniky so $pecidlnymi vlastnostami (pravouhlé, rovnoramenné, zhodné,
podobné, atd.), Stvoruholniky so Specidlnymi vlastnosfami (tetivové, doty¢nicové) a podobne. V
tomto konkrétnom obrazku sa da zbadat napriklad toto (sledujte pozorne obrazok pri jednotlivych
tvrdeniach a uistite sa, Ze viete odkial sa vzali):

a) |O14| = |01B| = |01D| (polomer kruznice opisanej AABD),

b) |O2A| = |O2C| = |O2D| (polomer kruznice opisanej AAC D),

) |O1N| = |O2N| = |[DN| (polomer kruznice opisanej AO102D),

d) mnozstvo rovnoramennych trojuholnikov, napr. ACOy, ABO1, O102N,
) 0104 je os tsecky AD, a teda 0102 L AD,

f) trojuholniky AO;05 a DO102 vyzeraju byt zhodné...

g) trojuholnik AO; B sa zda byt podobny s trojuholnikom AO>C...

h) trojuholnik AO; 03 sa zdéa byt podobny s trojuholnikom ABC...

i) trojuholnik AO; 03 sa zd4 byt zhodny s trojuholnikom MO0;...

Mohli by sme vyslovit aj niekolko dalsich odvéznych hypotéz, ktoré ndm obrazok pontka. Pri kaz-
dej z nich by sme sa ale mali predvedcit, ¢i aj naozaj plati. Obrazky totiz mozu niekedy vyvolat
klamlivé dojmy, pricom ¢im lajdéckejSie nacrtnuty obrazok, tym viac nepravd sa nam bude snazit
vnuatit. Hypotézy, ktoré sa nam podari overit, budeme volaf tvrdenia. Niektoré z tychto tvrdeni
budit mozno zbytoc¢né, ale ¢lovek nikdy nevie, ¢o sa mu kedy moze zist (a za ¢o bude opravovatel
pridelovat body). TakZe podme na to:

Trojuholniky AO105 a DO102 naozaj zhodné si, napriklad podla vety sss.

Je trojuholnik AO; B podobny s trojuholnikom AO.C? Uz vieme, Ze st oba rovnoramenné. Aby
sme dokézali, ze st podobné, sta¢i ukazat, ze maju jeden zhodny uhol. (Preco?) Sktisme uhly v tro-
juholnikoch AO1B a AO5C nejako vyjadrit. Ozna¢me uhly v AABC standardne «, 3 a . Poloha
bodov O; a Oy zavisi od polohy pohyblivého bodu D, takze budeme potrebovaft este (aspon) jeden
uhol nejako oznacit. Oznacéme teda uhol ADC ako . Potom z vety o obvodovom a stredovom uhle
dostavame, ze |4 AOLC| = 2.

Na druhej strane |[<ADB| = 180° — ¢. Potom nekonvexny stredovy uhol AO;B prisltchajuci tu-
pému obvodovému uhlu ADB mé dvojnasobnu velkost, ¢ize 360° — 2¢p, a teda |[<AO1B| = 2¢.
Trojuholniky AO; B a AO5C' st naozaj podobné, intuicia nas nesklamala. (Za takyto objav sa uz
mozno body za¢nt sypat). Co z toho vytazif dalej?

Je trojuholnik AO104 podobny s trojuholnikom ABC'? Vyzera to tak, ale obrazok moze klamat. Asi
najpriamejsia cesta, ako dokazat podobnost dvoch trojuholnikov, je ukazat zhodnost dvoch parov
odpovedajucich si uhlov. Tak podme na to. Uhol AO2 D je stredovy k obvodovému uhlu AC D, a teda
ma dvojnasobnu velkost. Kedze | ACD| = v, tak |[<AO3D| = 2v. Priamka O;05 rozdeluje uhol
AO2D na dva zhodné uhly (rozmyslite si preco!), takze | AO201| = . Slava, dva odpovedajice si
uhly maja rovnaku velkost. Verim, Ze sami viete najst podobné zdoévodnenie, preco aj uhly ABC
a AO105 maju rovnaku velkost. Trojuholniky AO102 a ABC st teda naozaj podobné (a bodiky
pribidaju, hehehe).

Skuste sami pouzit vztahy medzi obvodovymi a stredovymi uhlami do tretice v trojuholnikoch ABD
a ACD na to, aby ste ukazali, ze | BMC| = 60°. PomdZem, sktste najprv vyjadrit velkosti uhlov
MCB a MBC pomocou «, 3, v a ¢, a potom hladany uhol dopo¢itat (ako doplnok do 180°).
Prezradim, ze trojuholniky AO102 a M O20; zhodné nie st, napriek tomu, Ze jeden par odpoveda-
jucich si uhlov mé rovnaku velkost (60°).

Na zéklade toho, ze uhly |[SBAC| = |[<BMC| = 60°, dostavame, Ze body A, B, C a M lezia na
jednej kruznici. Bod M lezi na kruznici opisanej trojuholniku ABC' bez ohladu na to, kde lezi bod
D! Takze ked pohybujeme bodom D po strane BC, tak bod M sa pohybuje po opisanej kruznici,
lepsie povedané po jej casti. (Ktorej? Narysujte si do jedného obrézka viac réznych poldéh bodu D
a uvidite!)

Ako je to s bodom N7 O nom sme vlastne zatial ni¢ nevypétrali. Je to stred kruznice opisanej
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trojuholniku 010D, moézeme teda zase skiusit vyuzit obvodové a stredové uhly. Jeden uhol v tro-
juholniku O102D mé velkost urdenii presne, nezavisi od polohy bodu D. Ktory to je? Spréavne,
|<O1DO4| = 60°. Preto |[4O1NO2| = 120°. Trojuholnik O; NO; je rovnramenny, vieme teda dora-
tat aj velkost zvysnych dvoch uhlov, je to 30°.

Pozrime sa lepsie na uhly, ktoré pozname. Velkosti uhlov O1NOs a O1MO2 st 60° a 120°, ¢o je
spolu 180°. Ndhoda? Na ¢o je to dobré? Slava, nasli sme dalSiu $tvoricu bodov leziacich na jednej
kruznici, tentoraz na zaklade vztahu, ze stcet protilahlych uhlov v tetivovom $tvoruholniku je 180°.
Potom ale vieme doratat velkosti uhlov O1 M N a NMO,. (Viete?) A nie je ndhoda, Ze oba vyjda
zhodne po 30°! Dostavame, ze priamka M N je osou uhla BMC'! No nie je to prekvapenie? Kto by
to bol na zaciatku tusil. ..

Akym pevnym bodom teda tato priamka vzdy prechadza? Skuste poSpekulovat sami, narysujte si
mozno aj viac poloh bodu D.

C
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