Cislo 3 e Januar 2007 Letny semester 31. ro¢nika (2006/2007)

STROM

Korespondenény matematicky seminar

Ahoj, netrpezlivy riesitell

Pravdepodobne uz méas celé poradie prestudované
a prave rozmyslas, ¢o si zbalif na sustredko. (Ne-
zabudni hlavne na dvadsatkilovi kriuzkovi koselu,
bez ktorej sa nezaobides. Damy asi uprednostnia
obltbené Saty s volanikmi, v ktorych vyzeraju taaak
neodolatelne). Este vSak chvilu vydrz. Mame tu pre
teba nové eksn Specidlne rozsirené predvianocné vy-
danie stromu 2 v 1. Kavovl esenciu vzorakov spolu
s poradim podévaj a vychutnivaj pomaly. Podla
lekarov vraj moze sposobovat nespavost az do 25.
februdra. Na dne poradia mé horka chut. Zjemiuje
ju vsak smotana letnych sérii so 16 novymi ulohami
a vidinou dalsieho ststredenia. Na obale mozes najst
novinku:

AKCITA! Vage vybrané druhy rieseni hfaddme nielen

v schrdnke poStovej, ale aj tej mailovej. Q: What do you call a snowman party?

TeSime sa na vas na sustredeni. A: A Snowballl
Vasi STROMisti

About math and horses

Lemma: All horses are the same color.

Proof (by induction):

Case n = 1: In a set with only one horse, it is obvious that all horses in that set are the
same color.

Case n = k: Suppose you have a set of k + 1 horses. Pull one of these horses out of the set,
so that you have k horses. Suppose that all of these horses are the same color. Now put back
the horse that you took out, and pull out a different one. Suppose that all of the k£ horses
now in the set are the same color. Then the set of k£ + 1 horses are all the same color. We
have k true then k + 1 true; therefore all horses are the same color.

Theorem: All horses have an infinite number of legs.

Proof (by intimidation):

Everyone would agree that all horses have an even number of legs. It is also well-known that
horses have forelegs in front and two legs in back. 4 4+ 2 = 6 legs, which is certainly an odd!
number of legs for a horse to have! No integer is even and odd at the same time, so no horse
have finite number of legs. Equivalently, all horses have an infinite number of legs.

lodd — nepérny, ale aj ¢udny, podivny
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POKYNY PRE RIESITELOV
RiesSitelmi mozu byt Ziaci prvého az Stvrtého roc¢nika strednych §kol a prislusnych tried os-
emroc¢nych gymndzii. Zapojit sa moézu aj ziaci z niz$ich ro¢nikov; v stitazi maja rovnaké pod-
mienky a vyhody ako prvaci. STROM je stutaz jednotlivcov.
Ulohy rieste zasadne samostatne, neodpisujte, v rieseniach vysvetlujte cely svoj myslienkovy
postup ako v Matematickej olympidde. Zasielajte ich postou (!!!), nie osobne do uvedeného
terminu (rozhoduje ddtum postovej peciatky) organizatorom na adresu:

PF UPJS, STROM, Jesenna 5, 041 54 Kosice.

S prvou sériou, ktorej rieSenia ndm posielate, poslite vyplnent prihlasku. Riesenie kazdej
ulohy piste na samostatny papier formatu A4 na vysku s menom, $kolou, triedou a ¢is-
lom tulohy. Ak by vam nebolo jasné zadanie niektorej tlohy, obrafte sa na nas cez e-mail
strom@strom. sk, prostrednictvom debaty na nasej stranke alebo osobne.

Novinka!!! Odteraz je mozné posielat rieSenia tiloh aj mailom na adresu strom@strom.sk.
Vase rieSenia musia dojst pred polnocou v deni terminu série. Technické problémy na nasej
¢i vaSej strane nie si dévodom na akceptovanie rieSeni dorucenych po termine.

Ak si s nejakou tlohou nebudete vedief poradit, no radi by ste i napriek tomu vedeli jej
rieSenie, poslite nam riadne A4-ku s hlavickou a namiesto rieSenia nam na 1u napiste, kde
ste pri uvazovani skon¢ili (resp. sa vam ani nepodarilo odrazit sa...) a my vam na ten hérok
papiera ochotne naznac¢ime rieSenie. Nech si matematici nadalej poméahaju!

Bodovanie uloh zavisi od kvality rieSenia, za kazda tlohu moze riesitel ziskat najviac 5 bodov.
Prvakom sa do poradia zapocitava pit najlepsie vyriesenych tiloh spomedzi tloh 1 — 8 + pocet
bodov za najlepsie vyriesenu tlohu.

Druhakom sa do poradia zapocitava Sest najlepSie vyrieSenych tloh spomedzi tloh 1 — 8.
Tretiakom sa do poradia zapocitava pit najlepsie vyrieSenych tloh spomedzi tiloh 1 az 6 +
pocet bodov za lepSie vyrieSsent ilohu z tloh 7 a 8.

Stvrtakom sa do poradia zapoéitavaji Styri najlepsie vyriesené tilohy spomedzi tiloh 1 aZ 6
+ ulohy 7 a 8.

Prémia sa udeluje podla $koly na konci semestra. Do tivahy sa berie stdet bodov vSetkych
ziakov danej skoly v prislusSnom semestri — ak je ten medzi 1 a 50, kazdy z nich dostane
prémiu 5 bodov, medzi 51 a 100 s to 4 body, atd., medzi 201 a 250 je to 1 bod, nad 250 je to
0 bodov.

Varovania (!!!). Body sa samozrejme bez vynimky strhavaju za odpisovanie, za poslanie
rieSeni po termine a za osobné dorucenie rieSeni. Pri odpisovani rozliSujeme podobné riese-
nia (pocet bodov delime poétom zucastnenych a zaokrthlime nadol) a ,takmer képie“, ktoré
ostavaju bez bodu. Ak (ndhodou) najdete tlohu rieSenu v literature, uvedte nazov, autora
a stranu, inak riskujete stratu bodov za odpisovanie (je vSak potrebné napisat aj samotné
rieSenie). V pripade, Ze nie ste spokojni s bodovym ohodnotenim vésho rieSenia, moézete nam
do dvoch tyzdiiov od rozoslania rieSeni zaslat postou staznost a té bude preSetrena.

Hlasovanie uloh zavisi od zaujimavosti a jedine¢nosti vasho riesenia. Radost vam mdzZe spravit
1 hlas (prehladné, jasné rieSenie), alebo 2 ¢i 3 hlasy za vynimo¢né a origindlne napady. Ak
najdete rieSenie v literature, kladné hlasy si nepripocitate. Naopak, hréozu budiace riesenia
(vyzorom, zlozitostou) ziskaji —1 hlas. Horsie obidu ti, ktorym za odpisovanie strhneme body.
Po ich vydeleni po¢tom odpisujtucich dostant —3 hlasy, po velkom odpisovani je to —5 hlasov.
Tak hor sa do hladania peknych rieSeni, zabudnime na odpisovanie a hrajme sa s matematikou!
Riesitelia s najvyssim poctom hlasov buda na konci semestra odmeneni.
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Stustredenie je pre 32 tcastnikov. Je odmenou pre najlepsich, prilezitostou naucit sa nieco
nové a stretnit sa s ostatnymi rieSitelmi. Zucastnia sa ho podla zavereéného poradia prvi desiati
riesitelia, dalsich 10 najlepsich riesitelov, ktorych skola je v Kosickom alebo Presovskom kraji
a ¢lenovia troch najlepsich druzstiev z Kosického (Presovského) matboja, ktory sa koné v pri-
slusnom polroku (ak sa kond). Pripadni dalsi i¢astnici a ndhradnici st pozyvani podla poradia
STROMu; nie vSak ti riesitelia, ktori uz maji maturitu za sebou. Na stistredenie vSak nebudu
vobec pozvani riesitelia, ktori ziskali v prisluSnom semestri —2 alebo menej hlasov.

KOMENTARE K ULOHAM 2. SERIE 31. ROCNIKA

1. Opravoval: Robko Hajduk Pocet riesitelov: 25
Najoriginalnejsi riesitelia: Tomas Kocak

Ach jaj, neviem, ¢im to je, ale nejako sa nekamaratite s kombinatorikou. To je velka Skoda.
Pozrime sa na to, ako sa s tymto prikladom d& popasovat a spomenme vaSe najcastejSie
pochybenia.

Uloha pozostava z dvoch ¢asti. Je velmi uZitoéné si uvedomit, aké informécie mame v zadani.
Prvou je fakt, ze mame 196 trimin nasho tvaru (premyslite si, Ze ak uvazujeme aj iné trimina, je
ich dvakrat tolko). Viaceri o tom zapochybovali, preto uvedme, ako sa da k ¢islu 196 dopéatrat.
Ako iste dobre viete, domin je 28, a ked do stredu kazdého domina vsunieme ¢islo 0, 1,...,6
dostaneme z neho 7 novych trimin (to, Ze je kazdé iné, a to, ze takto dostaneme vsetky, si sami
premyslite). Vznikne nam tak 28 - 7 = 196 trimin.

Druhou informaciou je, ze 147 sposobmi sa daju vybrat 2 domina tak, aby sa dali k sebe
¢i po vyrieSeni tejto tlohy.) My sa vSak podme pozriet na to, ako sme mohli postupovat pri
rieSeni jednotlivych casti tilohy.

V Casti a) sme trimind prikladali tak, ze sa dotykali len jednym svojim polickom. Presne o to
isté slo pri domine, a tak, ako sme uvazovali, ako rozsirit domino na trimino, aj tu pouzijeme
ten isty spdsob. Kazdé domino, prvé i druhé, rozsirime na trimino vsunutim 0, 1,...,6 do
stredu, napriklad 13 35 — 103 365. Dostaneme celkovo

147 - 7% = 7203 moznosti.

Urcite sme takto na ni¢ nezabudli? A ¢o dvojica trimin 103 3617 Ak by nemali stredny dielik,
boli by to domina, ktoré su rovnaké. Tieto trimina sme pri vyssSie popisanom rieSeni nezapoci-
tali. TakZe zoberieme si dve rovnaké dominové kocky. Vieme ich prilozit k sebe tak, aby spliiali
zadanie ulohy, az na detail, Ze to nie su trimina. Aj tento detail odstranime, a to tak, Ze zas si
rovnako rozsirime v strede kazdé domino na trimino. KedZe trimin& musia byt rozne, pre prvé
domino mam 7 a pre druhé trimino len 6 moznosti. Takto to viem spravit s kazdym dominom.
Netreba zabudnif, Ze sme kazda moznost zapocitali dvakrat (pre¢o?). Dokopy to je

42 ,
28 - > = H8&8 moznosti.

Spolu to bude 7203+ 588 = 7791 moznosti, ako vybrat 2 trimina tak, aby sme ich vedeli k sebe
prilozit jednym koncom.

Samozrejme, existuje aj niekolko dalsich ciest, ktorymi sa dopracujeme k tomuto vysledku.
Cast b) nie je o ni¢ tazsia. Rozoberieme postupne dva pripady. Najprv rozoberme moznost,
ze trimina na dotykajucich sa ¢astiach obsahuju rovnaké ¢isla v oboch dielikoch (je tam spolu
Styrikrat to isté ¢islo). V tom pripade je 7 moznosti, aké ¢isla tam budi. Pre kazda z tychto
moznosti mame 7 ¢isel, ktoré mozeme prilozit k prvému a 6 ¢isel, ktoré modzeme prilozit k
druhému triminu. No opéf sme zaratali kazdi moznost dvakrat. Teda dokopy budeme mat

42

7 > = 147 moznosti.
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Nepripomina vam toto ¢islo nieco? :-)

Ostal nam pripad, ak dieliky, ktorymi sa dve trimina dotykaji, obsahuji navzajom rdzne
¢isla. Tychto moZnosti je 21 (premyslite si, s ¢im to méa stvislost). Ak si zoberieme konkrétnu
dvojicu dielikov, ktorymi sa dve trimind dotykaju, ostdva nam urcit, aké ¢isla mozeme dat
na zostavajuce policka. Je dolezité uvedomit si, Zze ako na jednom, tak i na druhom trimine
moze byt Tubovolné ¢islo od 0 do 6. Overenie toho, Ze nedostaneme rovnaké trimind a toho, ¢i
niektoré moznosti nezaratame viackrat, nechavam uz na véas. Dokopy to bude pre tento pripad

21 - 7% = 1029 moznosti.
Pocet moznosti, Zze vytiahneme 2 triminéd a vieme ich prilozitf dvoma dielikmi, je spolu
147 + 1029 = 1176 moznosti.

Tak vidite, ani to nebolelo. Spomeniem este zopar chyb, ktorych ste sa viaceri dopustili. Na-
jcastejsia chyba bola v Casti a), kde ste dosli k ¢islu 8232 (to je pocet vSetkych trimin, ktoré
vieme vytvorif tak, aby spliiali nasu podmienku). Bohuzial, niektoré pripady ste tak zaratali
dvakrat (viete, ktoré?). Nasli sa i taki, ktori nas chceli presved¢it, ze v zadani je chyba. No
nepodarilo sa. Tak nabuditce chvilku skor precitat zadanie seminara a ono to pojde.

2. Opravovala: Zuzka Celuchova Pocet riesitelov: 42
Najoriginalnejsi riesitelia: Tomas Kocak, Katka Magyarova

Tato tloha sama osebe nebola pritazkd. K spravnemu vysledku ste sa dopracovali takmer
vSetci. K piatim bodom, bohuzial, nie. V ¢om spocival problém? Nuz, mnohi z vas sa rozhodli,
Ze najvyhodnejsie bude chodit po trojuholniku po riadkoch a spo¢itali ste, kolko trojuholni¢kov
navstivime tymto spdosobom. Tu ale narazime na problém — vyhlésit, Ze je nieco ,najlepsie, na-
jefektivnejsie“ apod., je prilis pochybné a neobstoji to bez riadneho dékazu. To, Ze sa nam zda,
ze je to najlepSie rieSenie, eSte neznamend, Ze naozaj je. Pri malych trojuholnikoch je Tahké si
to overif. Co ale urobime s trojuholnikom, kde n = 10000? Tu uZ nevieme, ¢ sa cikcakovitym
motkanim po trojuholniku nedostaneme do viacerych trojuholnickov... Pozrime sa teda na
to, ako sa da to, ¢o sa ndm zd& intuitivne jasné, dokazat matematicky.

Riesenie si rozdelime do dvoch krokov. Najprv ukdZeme, Ze sa ned4 navstivit viac ako n? —n+1
trojuholnic¢kov. Pozor, tento krok sam osebe este nie je riesenim! Rovnako dobre by sme vedeli
ukéazat, ze nevieme prejst viac ako n'? trojuholnickov, to ale este neznamend, Ze ich skuto¢ne
navstivime tolko. Preto potrebujeme eSte druhy krok, a to ukézaf, Ze naozaj existuje taky
sposob chodenia po trojuholniku, ze navstivime n? — n + 1 malych trojuholni¢kov. Potom je
tloha vyrieSena.

Vsimnime si usporiadanie trojuholnic¢kov vo velkom trojuholniku. Niektoré si oto¢ené ,nadol®,
niektoré ,nahor“. Aby sme ich odlisili, ofarbime ich r6znymi farbami. Nech napr. trojuholnicky
otocené nadol st biele, ostatné ¢ierne. Preco to robime? Dévod je jednoduchy. Ked sa trochu
zamyslime, prideme na to, Ze pri kazdom kroku vieme prejst len z bieleho trojuholnicka do
¢ierneho alebo naopak (nikdy nie biely-biely alebo ¢ierny-¢ierny). Tento poznatok nam dalej
velmi pomoze.

Pocet bielych trojuholnickov je n(n — 1)/2. Ciernych je n(n + 1)/2, teda o n viac ako bielych
(sktste si premysliet, ako sme dosli k tymto hodnotam!). Na zaciatku sme v ¢iernom trojuhol-
nicku a v kazdom kroku musime zmenif farbu. Predstavme si, Ze by sa ndm podarilo prejst
vSetky biele trojuholnicky. Kolko sme pri tom museli prejst ¢iernych trojuholni¢kov? Spravne,
rovnako vela, farby sa predsa striedaju! Vieme eSte pokracovat dalej? Bohuzial, nemame uz
dalSie biele trojuholnicky, viac krokov teda nevieme urobit. MoZeme eSte urobit posledny tah
— prejst z posledného bieleho trojuholni¢ka do nejakého cGierneho. .. a koniec. Takto sme presli
¢iernych trojuholnickov o 1 viac ako bielych, a teda nepresli sme presne n — 1 trojuholnickov

strom@strom.sk



Letny semester — 2006/2007 5 STROM

(akej farby?). Lahkou tivahou sa d4 zistit, ze vSetkych trojuholnickov je n?, a teda maximalny
mozny podet navstivenych trojuholnickov moéze byt n? — (n — 1) = n? —n + 1.

No a triumfalny zéver — najdeme nejaky sposob, ako skutoéne navstivit tolko trojuholni¢kov.
To sa vicsine z vas podarilo, je to napr. uz spominané chodenie postupne po riadkoch, pricom
vzdy na konci riadka vynechame jeden trojuholnicek, z ktorého by sme sa potom nevedeli
dostat. Hotovo! Nenechajte sa odradif malym poétom bodov, nabudice si uz na podobné
ulohy isto déte pozor a budete vediet, ako na ne.

3. Opravoval: Kuiso Pocet riesitelov: 15
Najoriginalnejsi rieSitelia: Viktor Popovi¢, Moncéa Valkova

Nacrtnem jedno z najlepsich rieseni.

Je jasné, ze mame po 4 deti z dvoch §kol a po 3 deti z dalsich dsmich skol. Rozdelime deti
do 4 druzin nezavisle na pohlaviach tak, aby v kazdej druzine bolo 8 Tudi a v Ziadnej neboli
dvaja z jednej Skoly. D4 sa to napriklad tak, ze z tych prvych dvoch $kol (z ktorych st po
4 deti) dame do kazdej druziny jedného. Ucastnikov z dalsich dvoch §kél (ktori st z kazdej
traja) ddme do kazdej druziny okrem prvej, z dalsich dvoch do kazdej okrem druhej, z dalsich
dvoch do kazdej okrem tretej a z poslednych dvoch do kazdej okrem stvrte;j.

Teraz eSte potrebujeme zarucit, ze vsade budu Styria chlapci a $tyri dievéatd. Kym existuje
druzina s aspon piatimi dievcatami, opakujeme toto: Vezmeme druzinu, kde je minimum chlap-
cov, nech je to druzina A. Ak pocet chlapcov v A je 4, skoncili sme. Ak v druzine A ich je
menej ako 4, urcite existuje druzina, v ktorej je aspon 5 chlapcov. Nech je to B. Teraz najdeme
vhodné dievéa v A a vhodného chlapca v B a vymenime ich. Ako najst vhodné dievéa v A
a vhodného chlapca v B? Z akych §kol mézu byt ti dvaja, aby boli vhodni? Ak st z tej istej
skoly, je to v poriadku. (Takych $kél je 6 pre dany par A a B.) Druhd moznost je, ked st
z takych 8kol, Ze v tej druhej druzine nie je nikto z tej Skoly. (Také su zvysné skoly.) Teraz si
uz len rozmyslime, ze vhodny par na vymenu vzdy existuje.

Pozrime sa na priklad. Mame skoly DDDD, DDDD, DDC, DDC, DDC, DCC, DCC, CCC,
CCC, CCC. Rozdelime ich napr. ako na obrazku 1. (Stipce reprezentuji druziny, riadky zase
skoly).

D D D D D D
D D D D D D
D D C nikto D C
D D C nikto D C
D D nikto C D nikto
D C nikto C D nikto
D nikto C C D C
C nikto C C C C
nikto C C C nikto C
nikto C C C nikto C
Obrézok 1. Obrézok 2.

Vezmeme druzinu s aspoti 5 dievéatami (teraz vezmeme prvy stipec, oznaéme ho A) a vezmeme
druzinu s najviac 3 dievéatami (napriklad treti stipec, oznaé¢me ho B). Vyzera to ako na
obrazku 2.

Prave 6 riadkov je takych, Ze mame v oboch stipcoch niekoho, 2 st také, Ze len v prvom stipci
je niekto, 2 st také, Ze len v druhom stipci je niekto.

Mame aspoii 5 dievéat v prvom stlpci, najviac 3 dievéatd v druhom stipci. Ak existuje riadok
DC, tak ho zmenime na CD a pokracujeme (hladdme opif druzinu s aspori 5 dievcéatami).
Ak existuju dva riadky takéto: D-nikto a nikto-C, tak ich zmenime na nikto-D a C-nikto
a pokracujeme. Takto sa nam upravia chlapci-dievéata a skoly sa nerozhadzu.
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Ostéava ukéazaf, ze vhodny riadok najdeme. Ak Ziadny z tych 6 riadkov, kde st dvaja, nie je
DC, tak mozu byt DD, CC alebo CD. Riadkov CD a CC spolu moze byt najviac 3 (v prvom
stlpci st najviac traja chlapci), riadkov DD a CD méze byt najviac 3 (v druhom stipci sti
najviac tri dievcata).

Preto jedinad moznost, kedy nemame DC riadok je, ked mame prave 3 CC a prave 3 DD riadky.
potom ale zvysné riadky vyzeraju takto: D-nikto, D-nikto, nikto-C, nikto-C a teda najdeme
dvojicu druhého druhu.

Uloha vam tentokrat narobila problémy. Nezabtidajte, Ze navod mal byt jasny a zrozumitelny.
Ak sa vdm podarilo napisat nejaky navod, tak uz nikto z vas nevysvetlil, preco tymto ndvodom
dosiahneme pozadovany ciel.

Napriklad casto sa objavilo takéto riesenie. Rozdelime tie druziny so Styroma, a skoly postupne
ako dva. Ze sa to naozaj d4 tak dosiahnaf a Ze sa to nepokazi na konci, kde to uz nepdjde,
tym sa nikto nezaoberal. Na otézku, ¢i to naozaj ide, doteraz nepozname odpoved, kedZe sa
nikto neuntval to vysvetlit.

Zaujimavostou je, ze zrejme ;) by stacilo dokonca také rieSenie, ze by profesor usporiadal deti
do radu a prvych osem deti by tvorilo prvii druzinu, dal$ich osem druhi a tak dalej. Skon-
troloval by, ¢i sedia podmienky, a ak nie, deti poprehadzuje. Ak vyskusa vsetky rozne poradia
z tychto 32 deti, tak urcite ndjde vhodné druziny. (Pripadné zisti, Ze sa to takto rozdelit neda.)
Uz len spravne popisat, ako sa menia tie poradia a Ze sa preskuSaji vSetky a je to. Jediny
zadrhel by mohlo spdsobif to, ze tychto 32! moznosti, by musel preskusat pan profesor, ¢o
asi nie je v ludskych silach. Teoreticky je aj toto rieSenie spravne (aj ked znac¢ne neefektivne
a nepraktické).

Nezabudajte teda, ze ak mate prist na nejaky navod, nestaci ho len vymyslief. Treba aj
vysvetlit, preco prave takyto navod funguje. Je to to isté, ako ked pri nejakej rovnici nepiSete
len to, ze x = 4, ale aj spdsob, ako ste na to prisli a preco je to pravda.

4. Opravoval: Darko Gal Pocet riesitelov: 38
Najoriginalnejsi riesitelia: Jana Baranova, Vladislav Ujhazi

Uloha bola jednoducha a pustilo sa do nej vela riesitelov. To ale neznamena, Ze boli vietky
rieSenia Uplne spravne. Bolo potrebné dokézat ekvivalenciu. To znamené, ze dokaz sa skladal
z dvoch casti — dokazovali sme dve implikacie.

Bolo jednoduchsie dokéazat, ze ak |CE| = |CA|, potom |DE| = |AB|. Casto ste sa doptstali
takejto nepresnosti: odvolédvajic sa na vetu usu prehlésili ste zhodnost trojuholnikov ABC
a EDC na zaklade rovnosti dlzok |AC| a |EC| a rovnosti velkosti uhlov BAC, DEC a ABC,
EDC'. Toto je sice pravda, ale veta usu hovori o uhloch leziacich pri tych zhodnych stranéch,
¢o nie je nas pripad.

v tejto Casti dokazu menej chyb, ale mnohi z vas sa k nej nedostali. Preco? Este stale nie je
neskoro skusif to. ..

5. Opravovala: Katka Kvasnakova Pocet riesitelov: 28
Najoriginalnejsi riesitelia: Tomas Kocak, Vladislav Ujhazi, Martin Melicheré¢ik

Mnohi ste spravne vytusili, Ze Stvorsten bez magickych vrcholov neexistuje. Podme to dokazat.
Oznac¢me najdlhsiu hranu Stvorstena a a jej krajné vrcholy A a B. Zvysné dva vrcholy
Stvorstena oznatme C, D a hrany b, ¢, d, e a f (ako na obrazku). Aby sme vedeli $tvorsten
zostrojit, musia hrany jeho stien spliaf trojuholnikové nerovnosti. Vieobecne pre trojuholnik
so stranami x, y a z musia byt splnené tri nerovnosti: z +y > z, x+2 >y ay+ 2z > x. Ak
vSak vieme, ktora strana v trojuholniku je najdlhsia, nech je to x, potom staci, aby platilo
y+ 2z > x a zvysné dve nerovnosti platia z toho, ze x je najdlhsia strana. V trojuholniku ABC
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musi preto platift b + ¢ > a a v trojuholniku ABD zase d + e > a. S¢itanim tychto dvoch
nerovnosti dostaneme nerovnost (b+c)+ (d+e) > 2a, alebo inak (b+e—a)+ (c+d—a) > 0.
(Preco sme si to takto preusporiadali?)

Aby platila posledne spominand nerovnost, teda aby
sucet dvoch ¢isel v zatvorkach bol kladny, musi byt as-
pon jedno z c¢isel b+ e — a alebo ¢+ d — a kladné. Teraz
je dolezité si uvedomit, ze sme uz len krocik od rieSenia.
Ak b+e—a je kladné, plati nerovnost b+e > a a teda tro-
juholnik so stranami a, b a e sa da zostrojit, kedze a je
najdlhsia strana a zvysné dve trojuholnikové nerovnosti
preto platia. Hrany a, b a e vychadzaji z bodu B a preto
je bod B magickym vrcholom. Ak b+ e— a nie je kladné
¢islo, potom musi byt kladné ¢ + d — a. Potom vsSak
z podobnych dévodov je bod A magickym vrcholom, kedZe hrany ¢, d a a z neho vychédzaja
a je pre ne splnend trojuholnikova nerovnost (dobre si to premyslite). V kazdom pripade musi
byt aspoii jeden vrchol pri najdlh$ej hrane §tvorstena magicky. Stvorsten, ktory nema magicky
vrchol, teda neexistuje.

Ulohu ste mnohi zvladli velmi pekne. Niektori sa trochu zamotali v nerovnostiach. Aj ked boli
na dobrej ceste, odbociek a nerovnosti bolo vela... Bodiky sa strhavali, aj ked ste niektoré
moznosti odbili tvrdenim, Ze je to analogické. Hoci tam analdgia bola, pri mnohych nerovnos-
tiach nie je az taka viditelnd a bola dost podstatnou castou prikladu. Par z vas bohuzial
pochopilo zle zadanie :(. Nehladali sme totiz Stvorsten, ktory mé nemagicky aspoi jeden vr-
chol, ale vSetky vrcholy. Inak velmi ocenujem rozmanitost a napaditost vasSich rieSeni. Len tak
dalej.

6. Opravoval: David Hudak Pocet riesitelov: 25
Najoriginalnejsi rieSitelia: Ondrej Mikulas, David Strbka, Miroslav Balaz

Uloha zaujala len priblizne polovicu z vés, no nebola velmi zloZité. Potrebovali ste dokazat,
ze medzi 200 Studentmi existuje dvojica, ktora ma spolu vyriesené vsetky tlohy. Mohli ste to
riesit rozne. Ukazeme si dve moznosti. Prva bude rieSenim viiésiny z vas a druhéd bude tak
trochu poucnejsia. Tak podme na to.

1. Nech niektory Student vyriesil vSetkych 6 tloh. S kymkolvek spolu vyriesili vSetky tlohy,
hotovo. Ak taky nie je, predpokladajme, Ze existuje Student, ktory vyriesil 5 tiloh. KedZze kazda
ulohu vyriesilo aspon 120 studentov, tak aj ti nasu zvysnu vyrieSilo 120 studentov a z nich si
vezmeme jedného.

Nech teda nie je ani $tudent s piatimi vyrieSenymi tlohami. Co potom? Predpokladajme, ze
mame Studenta, ktory vyriesil 4 tlohy. Teda nevyriesil 2 tlohy. Ozna¢me tieto nevyriesené
ulohy A, B. Sta¢i ndm najst ¢loveka, ktory vyriesil tlohy A, B. Podla zadania vieme, ze kazda
z Uloh A, B vyrie§ilo aspon 120 Studentov. Nemo6zu vSak byt vSetci rozni, pretoze my mame
len 200 studentov. To znadi, ze aspon 40 Studenov vyriesilo obe. Takze jeden z nich spolu so
Studentom, ¢o vyriesil tie ostatné 4 tlohy, davaji hladant dvojicu.

Teraz nam uz len zostava ukazat, Zze vzdy existuje Student, ktory mal vyrieSené 4 tlohy. Podme
na to sporom. Keby taky nebol, tak by vsSetci Studenti vyriesili najviac 3 tlohy, spolu to da
najviac 200-3 = 600 rieseni. No kazdua tulohu vyriesilo asponn 120 studentov, a to je spolu aspon
6 - 120 = 720 rieseni. Spor. A tym je dokaz hotovy.

2. Aj teraz pojdeme na to sporom. Predpokladajme, Ze neexistuje taka dvojica, ktora vyriesila
spolu vsetkych 6 loh. Inak povedané, v kazdej dvojici obaja nevyriesili aspon jeden rovnaky
priklad. Vezmime si konkrétne tilohu 1. T vyriesilo aspon 120 Studentov a teda nevyriesilo na-
jviac 80 studentov. Z nich vieme vytvorit najviac (820) dvojic. Z tychto dvojic ziadna nevyriesila
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prvu tlohu. Podobne pre tlohy 2 az 6 existuje najviac (820) dvojic s nevyriesenou danou tlohou.

Spolu teda mame najviac 6 - (820) = 18960 dvojic, ktoré nevyriesili nejaku tlohu. Ale stufaze sa
zucastnilo 200 Studentov a z nich vieme vytvorit (220) = 19900 dvojic, ¢o je hladany spor.
Co poviete? Pou¢né, vsak? Prisli aj iné zaujimave rieSenia, za ¢o vam patri pochvala. Body
som musel strhavat len za nepresved¢ivii argumenticiu a za overenie jediného konkrétneho
pripadu rozdelenia riesitelov. Inak som bol spokojny.

Skuste sa zamysliet nad ¢islom 200 v zadani. Nakolko ho moéZeme zmensit, aby stale zostalo
v platnosti péovodné tvrdenie? Ktorou z uvedenych metdd vieme dokdzat silnejSie tvrdenie?

(Cim mensim ¢islom vieme nahradit &slo 200, tym lepsia je metéda v tomto pripade.)

7. Opravoval: Tomas Lucivjansky Pocet riesitelov: 17
Najoriginalnejsi rieSitelia: Martin Melicherc¢ik, Ada Szilagyiova, Gaba Vozarikova
Nebol to tazky priklad a potrapili ste si svoje mozocky celkom tspe$ne. Mensina z vas, ktora
také uspesna nebola, si musi dat pozor na to, aby nevyvodzovala désledky iba na zaklade
obrazka. Obrazok je v geometrii ndpomocny, lebo nam poméha uvedomit si skutoc¢nosti, ktoré
zo zadania nemusia byt Uplne zrejmé. Pozor vSak na to, aby sme sa nim nedali prilis zviest.
Napriklad ak prehlasime, ze tieto dve priamky st rovnobezné, lebo ,,to tak vyzera na obrazku®,
to eSte neznamend, ze to tak naozaj je. Aby sme sa o tom skutoc¢ne presvedcili, musime to
dokézaf. (Pri dokaze moZeme vyuzit trebars striedavé uhly.)

A ako sa dal tento priklad vyriesit? Rozoberme si pripad, kedy je tetiva XY blizsie k bodu A
ako k bodu B (pripad, kedy je XY blizsie k bodu B ako A, sa rie$i podobne). Postupovat sa
dé réznymi sposobmi. Jednym z nich je ukazat, ze trojuholniky AX M a LM K st zhodné. Ak
sa to podari, sme za vodou, lebo vieme (z Talesovej kruznice), ze |[SAX M| = |$ KM L| = 90°.
Oznac¢me velkosti uhlov LBM a Y AX pismenami « a 3.

Zo zadania je zrejmé, ze K LBM je rovnobeznik. Teda |LB| = |[KM]| a |LK| = |BM]|. Dalej
|SLBM| = |[SLKM| a |SLKM| = |[4¥XMA|, preto |[SXMA| = |SLKM| = «. Na zaklade
zavedeného oznacenia plati a + f = 180° (zo Stvoruholnika AYBX) a |[SMBA| = «/2.
Kedze KL || MB, tak |[SAKL| = |[SAMB| = (3, a z toho vieme dopo¢itat velkost uhla
M AB. Dostaneme, ze |SMAB| = |[SMBA| = «/2. To znamend, ze trojuholnik AMB je
rovnoramenny, preto |AM| = |M B|. Jednoducho pomocou zavedenych uhlov sa dokéze, Ze aj
trojuholnik K M X je rovnoramenny a ze plati |K M| = | X M]|. Ak si to zhrnieme, tak zistime,
ze plati [ XMA| = | LKM|, |AM| = |KL| a | XM| = |MK]|. Preto st trojuholniky AM X
a LM K zhodné. Majte sa pekne a do zgeokakavenia.

8. Opravovala: Jana Mihalcova Podéet riesitelov: 7
Najoriginalnejsi riesitelia: Michaela Mokcsayova

Za pokus by stalo preverif na pocitaci, ¢i tvrdenie plati. Cisla p, g st v8ak velmi velké a zdaleka
nie je lahké naprogramovat to. Priamy vypocet ¢isel p, ¢ sa da obist pomocou istych poznatkov
z tedrie ¢isel, doporuc¢ujeme vyskusat si to.

Tazko povedaf, ako stvisi ten vyraz v zadani s ¢islom 3011. Mozeme skusit tipovat (3011 —
2007 = 1004, ¢o je takmer presne polovica z 2007) alebo sa snazit zjednodusit zadany vyraz.
Vyberieme sa druhou cestou. V prvom rade sa zbavime striedavych znamienok. Oznac¢me

1 1 1
H =14+-4+=-4+ ...+ =
" 2 3 n’

tento vyraz sa nam tu ¢asto vyskytuje (H,, nazyvame n-ty ¢iastoény sucet harmonického radu,
v8imnite si stvis s harmonickym priemerom). Oznacme vyraz zo zadania V. Plati

vaofto ety oo Py b b 0y
24 2006/ ~ 2 "3 2007 200"
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Preto
1

=H — H = e —
|4 2007 1003 + 5007

1004
Teraz pouzijeme obrat casty v tedrii ¢isel. Vyuzijeme, ze 1004 4+ 2007 = 3011 a popéarujeme
¢leny do dvojic: prvy s poslednym, druhy s predposlednym a tak dalej. Zrejme sucet ¢isel v
jednotlivych dvojiciach je zlomok, ktory méa v citateli 3011 a v menovateli sti¢in ¢isel mensich
ako 3011. Preto stucet vSetkych tychto zlomkov bude mat v ¢itateli prvocislo 3011, ktoré neb-
ude v menovateli a nevykrati sa. Skuste si vyriesit nasledujtice tlohy:

1. Dokazte, ze pre kazdé prvocislo p > 3 je Citatel zlomku H,_; v zakladnom tvare delitelny
¢islom p. Zistite, ¢i je delitelny aj ¢islom p?.

2. Cislo p je prvoéislo prave vtedy, ked plati p | (p — 1)! + 1. Dokézte.

A na zaver mame pre vas eSte nieCo na pobavenie.

A mathematician organizes a lottery in which the prize is an infinite amount of money. When
the winning ticket is drawn, and the jubilant winner comes to claim his prize, the mathemati-
cian explains the mode of payment: .1 dollar now, 1/2 dollar next week, 1/3 dollar the week
after that...“

Konecné poradie Zimného semestra 31. roénika STROMu

P. Meno Trieda Skola, 1234567812345678 H P1CS
1. Vladislav Ujhazi Septima GHronRV 55555 -5-55-55505- 4 4 64
2. Martin Melichercik Septima GParoNR 45555 -4-55-5555- 4 4 62
3. Miroslav Balaz Septima GKomeHE 455551 -445-455-50 4 60
4. Tomas Kocak 3. A GPostKE 4455455 -55-555-56 0 58
5. Gabriela Vozéarikova 3. A GPostKE 55555 -4-45-5435- 1 0 55
6. Viktor Popovic Kvinta A GMudrPO 5555513-22353--- 1 3 53
7. Michaela Mokcsayova Septima A GDaxnVT 3 5555 -2 -44-2250 3 5 52
8. Tomias Rizman Sexta B GVarsZA 2454550-232554 - 0 4 50
9. Michal Maixner Sexta B GVarSZA 254541 ---315554- 1 4 48
9. Adridna Szilagyiova 3. A GPostKE 45555 ---54-5-55- 1 0 48
11. Nikola Spesova 3. A GKonsPO 2555 - - --24-554-5 0 5 47
11. Ondrej Mikulas Oktava GHaliLC 5455 - - - - - 5-5554- 3 4 47
13. Martin Vdovi¢enko Septima GParoNR 45555 - - -43-3332- 1 4 46
14. Juraj Mitro Kvinta A GMudrPO - 55532 ---2-333-- 1 3 42
14. Alexandra Kuncova Sexta A GAle]JKE 35555 - --45-55--- 2 0 42
16. Jana Baranova Kvinta GAlgjKE 455501--1415---- 1 0 41
16. Michal Petrucha 3. AF GMetoBA 5555 - - - - - 5-344-- 1 5 41
18. Déavid Strbka Septima GGrésBA 25555 -4--3-213 - 2 2 40
19. Samuel Hapéak Septima GGrosBA 4544 -51 - -53-5--1 2 38
20. Peter Smolarik 1. A GPostKE 4555 -3---2---4-- 0 0 37
21. Katarina Magyarova  Oktava GHaliL.C 253 --- - - 45314 -41 0 4 35
22. Vladimir Novak 3. A GPostKE 2455525 ----5--3-0 0 34
22. Jakub Jursa Sexta A GAlegjKE 4555 - - - - - 5-55--- 2 0 34
24. Katarina Povolna Septima GAlgjJKE 55553-3002-3-2--0 0 33
24. Peter Zavacky OktavaB GAlegjKE 2455 - -4 - -3-2134- 1 0 33
26. Jakub Variio 2.D GMudrPO -555-11-1235---- 2 3 31
26. Zuzana Coculova 1. A GPostKE 215 5 1-2-231-1111 0 31
28. Miroslav Liscinsky Sexta B GAlgjJKE - 455 ---52-53---0 0 29
29. Eduard Eiben 2. A GPostKE - 455 -1 -32421--- 0 0 27
29. Andrea Gorcsosova Kvinta GAlegjJKE 2335 - ---12-3 - - - 0 0 27
31. David Vendel 2. A GPostKE 0455-1--32033---1 0 26
31. Tomas Kuzma Sexta A GAlgjJKE 5553 - - - - - 3-5----0 0 26
31. Zuzana Zatrochova Kvinta GAlgjJKE 2543-24--11-- - - - 0 0 26
34. Martin Polacko Sexta A GAlejJKE 2 4 5 4 - --05-5----0 0 25
35. Monika Valkova Kvinta GAlgjJKE 2 - 55 - - - - - 122----1 0 24
36. Michal Pavlovsky Septima GGréssBA 33551-1--210 -0 0 2 23
37. Judita Hodasova Sexta GGrosBA 3255 - - - - - 02 - 3 - 0 2 22
38. Pavol Siroczki 4. B GSkoIMB 1455 - - - - - - - - - - - - 0 5 20
39. Viera Cimbakova Oktava GStudSV' 4 - 55 - - - - - - - - - - - - 0 5 19
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P. Meno Trieda Skola, 1234567812345678H P CS
40. Zuzana Harmincova Oktava B  GAlejKE 4455 - - - - - - - - - - - -1 0 18
40. Michal Sudolsky 4. F GTajoBB 2452 - - - - - - - - - - - - 0 5 18
40. Marian Dobransky 2. E GPostKE 115-4011-1-11-2- 0 0 18
43. Lucia Simanova Septima GGrésBA 251 - - - - - 1 --51 - - 0 2 17
43. Milos Selec¢éni 1.F GTajoBB - - 5 - - - - - - 1 - - - - - - 0 5 17
45. Tom4&s Petras 3. A GPostKE 24511--- - - - - - - - - 0 0 13
45. Peter Dekicky 4. B GGrésBA - - 45 - - - - - 1--01-- 0 2 13
45. Lucia KaZimirova 2. A GMudrPO 1 -51----0----3-- 0 3 13
48. Jakub Zelman 4. B GGrosBA - 25 - - - - - 0 - - - - - 0 2 12
49. Miriam Kopaskova Kvinta M GStarMI --3-0-=-=-=-=-=------ 0 5 11
50. Veronika Mackova 3. A GAlgjgKE -35 2 - - - - - - - - - - - - 0 0 10
50. Matas Benko 3.D GMudrPO - - 5 - - - - - - 2 - - - - - - 0 3 10
52. Zuzana Kalavsk4 3. A GPuskKE 1 - 3 - - - - - - 0---0--0 59
53. Milan Bartos 2. A GPostKE - - - - - - - - 21-1121- 0 0 8
54. Libusa Révészova 2. A GPostKE - - - - - - - - - 2-31-1-0 0 7
54. Pavol Harminc Sexta A GAlgjJKE 2 -5 - - - - - - - - - - - - - 0 0 7

Pohar konstruktérov Zimného semestra 31. roénika STROMu

P. Skratka Skola, Pocet Prémia Body
1. GAlgjJKE Gymnézium Alejova 1 041 49 Kosice 14 0 375
2. GPostKE Gymnéazium Postova 9 042 52 Kosice 12 0 362
3. GGrosBA Gymnézium Grosslingova 18 811 09 Bratislava 1 7 2 151
4. GMudrPO Gymnéazium J. A. Raymana Mudroniova 20 080 01 Presov 5 3 134
5. GParoNR Gymnézium Parovska 1 950 50 Nitra 2 4 100
6. GVar$ZA Gymnézium VarSavska cesta 1 010 08 Zilina - V1&ince 2 4 90
7. GHaliLC Gymnéazium Hali¢ska cesta 9 984 03 Lucenec 2 4 74
8. GHronRV Gymnézium P. J.Safarika akademika Hronca 1 048 01 Rozhava, 1 4 60
9. GKomeHE Gymnéaz. gen. L. Svobodu Komenského 4 066 51 Humenné 1 4 56
10. GDaxnVT Gymnéazium Dr. Daxnera 88 093 13 Vranov nad Toplou 1 5 47
11. GKonsPO Gymnézium Konstantinova 2 080 01 Presov 1 5 42
12. GMetoBA Gymnézium Metodova 2 821 08 Bratislava 2 1 5 36
13. GTajoBB Gymnéazium J. G. Tajovského 25 974 01 Banska Bystrica 2 5 25
14. GSkolMB Gymnéazium S. Moyzesa Skolska 13 045 17 Moldava nad Bodvou 1 5 15
15. GStudSV  Gymnézium Studentska 4 069 16 Snina 1 5 14
16. GStarMI ~ Gymnézium Ludvita Stara 26 071 01 Michalovce 1 5 6
17. GPuskKE Evanjelické gymnézium Puskinova 3 040 01 Kosice 1 5 4
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ZADANIA ULOH LETNEHO SEMESTRA 31. ROCNIKA

Tretia séria
Ulohy pripravili: vedtci STROMu
Termin odoslania rieSeni: 12. marec 2007

1. Janka si nakreslila pravouhly trojuholnik PAF s pravym uhlom pri vrchole A a so stranami
dlh mi 3 cm, 4 cm a 5 cm. Do neho vpisala Stvorec, ¢im rozdelila povodny trojuholnik na tri

alé trOJuholnlky a jeden Stvoruholnik. Malému trOJuholnlku pri vrchole A vpisala kruznicu.
Aky bol polomer tejto kruznice?

2. Tom4s za zcastnil na majstrovstvich Slovenska v sudoku. Na stitazi bolo 100 tcastnikov,
z ktorych bol v sudoku kazdy inak zdatny. Sttazili kazdy s kazdym préve raz. Niektori z nich
podvédzali, v jednom z ich zapasov pouzili zdzraéni masinku, ktord vedela sama vyriesit

sudoku rychlejsie ako ktorykolvek hra¢. Ak v zapase pouzil iba Jeden hrac¢ zazra¢ni masinku,
tak vyhral, v ostatnych pripadoch vyhral ten lepsi. Na konci sttaze sa zistilo, Ze traja stfaziact

ziskali viac vitazstiev ako traja najlepsi hraci. Kolko najmenej stutaziacich podvadzalo7

3. Robko si nakreslil na papier 64 bodov. Potom zacal hladat také trojice bodov, ktoré tvoria
pravouhly trojuholnik. Je mozné, aby Robko nasiel viac ako 2007 takychto trojic? (Ulohou nie
je najst situaciu, v ktorej Robko tych 2007 trojic nenajde.)

Prémia za ¢okoladu: Kolko najviac pravouhlych trojuholnikov mohol Robko dostat?

4. Marusa s Dorou sa zas pohadali. Marusa tvrdila, Ze jej jej mily Duro daroval teleso so
Siestimi trojuholnikovymi a tromi pétuholnikovymi stenami. Dora zas, Ze jej jej Kubo doniesol
telesg s?o Siestimi trojuholnikovymi a dvoma péatuholnikovymi stenami. Ktora z nich hovorila
pravdu’

5. Janka a Danka hraju na Sachovnici hru na zajaca a lisky. Janka ma jednu figarku — zajaca,
Danka ma dve figarky — lisky. Vsetky figirky moézu fahat na susedné policka (stranou). Zajac
moze vyjst mimo Sachovnice, pokial je na kraji, ¢im vyhréva. Ak sa ocitni zajac s liskou na
jednom policku, vyhravaja hsky Janka ma je en tah zajacom, Danka tahd vSetkymi liSkami.
Janka zacina. Zajac je na vnutornom policku Sachovnice. Mo7no na zaciatku, ak Eozname
pom{:;xtocnu polohu zajaca, polozit dve lisky na krajné policka Sachovnice tak, aby chytili za-
jaca?

6. Déavid si spomenul na svoje tri oblibené kladné ¢isla. Oznacme si ich tajne ¢, a, j. Je pravda,
ze pre Déavidove oblubené ¢isla neplati aspon jedna z nerovnosti

1 1
t(1— - 1—7 - (1 —1¢ - 7
(G-a)>7 al-H>7 J0-1>

7. Ked sa Janko hrabal v starej Skatuli deda vSeveda, nasiel tam stary oSumely priklad. Je
dany trojuholnik ABC s najmensim uhlom pri vrchole A. Kruznica opisana trojuholniku ABC

{36 rozdelend bodmi B, C na dva obluky. Nech D je ITubovolny bod na obliku neobsahujucom
od A. Osi tiseciek AB a AC pretinaju 'AD v bodoch K a L. Prieseénik BK a CL oznacime

M. Dokazte, ze |AD| = |M B| + |M C|. Pomézte Jankovi s touto tlohou.

8. Kuisovi kupili pod stromcek najnovsiu brutusstavebnicu. Sklada sa z nekonecne vela kociek
2 x 2 x 2 a nekonecne vela kociek 3 x 3 x 3. Petinka mu vSak povedala, Ze to nie je taka super
stavebnica, lebo existuje nekonecne vela prirodzenych ¢isel n takych, Ze kocku n x n X n nevie

Kuiso zo stavebnicov¥<(:h kociek poskladat M4 Petinka pravdu? Viete najst nekonec¢ne vela
takych kociek, ze ich Kuiso nebude vediet zo svojich novych kociek poskladat?

Stvrta séria
Ulohy pripravili: vedtici STROMu
Termin odoslania rieSeni: 16. april 2007

1. Zatvorte oCi ... Predstavte si kocku. M4 6 stien, vSetky st stvorce. Ked z nej na vhodnych
miestach odrezeme malé Stvorsteny, ostane nam také zvlastne teleso, ktoré bude mat 2 tro-

juholnikové steny a 6 pétuholnikovych stien. Narysujte siet tohto telesa (aby sme si ho mohli
my poskladat).

Narysujte ndm aj siet takého telesa, ktoré vznikne odrezanim niekolkych Stvorstenov z kocky
a ma 4 trojuholnikové a 6 pa,tuholmkovych stien.
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2. Katinka polozila na niektoré policka Sachovnice kamienky tak, ze na kazdom policku bol
najviac jeden kamienok. Potom ich zacala prestuvat po Sachovnici. V kazdom fahu posunula

niektory kamienok na niektoré volné susedné policko (policka st susedné, ak susedia stranou,
nestaci, ak maji spolo¢ény roh). Po niekolkych fahoch zistila, Ze kazdy kamienok navstivil
vSetky policka prave raz a vratil sa na povodné miesto. Ukazte, ze v istom okamihu nebol na
svojom mieste ziadny kamienok.

3. Zoberme si teraz na hranie Stvorcovu sief. Ak spojime ¢iarou bod (0,0) s bodom (6,4),
ta4 pretne osem jednotkovych Stvorcov (pretnuf Stvorec znamend rozdelit ho na dve casti).
Ak spojime useckou bod (0,0) s bodom (p,q), kde p a ¢ st prirodzené &isla, kolko Stvorcov
pretneme?

4. Gabka si nakreslila rovnostranny trojuholnik PUF'. Opisala mu kruznicu, ktori body U
a F' rozdelili na dva obluky. Potom Gabka dokreslila bod M na obliku UF neobsahujicom
P. Ukazte, ze v Gabkinom trojuholniku plati |[M P| = |MU| + |MF|.

5. Matko a Kubko hraji na Sachovnici hru s oveckami a vlkmi. Matko mé jednu figirku
— ovecku, Kubko mé tri figirky — vlkov. Vsetky figirky maja $tyri mozné fahy na susedné
policka (stranou). Ovecka moze vyjst mimo Sachovnice, pokial je na kraji, ¢im vyhrava. Ak
sa ocitne ovecka s vlkom na jednom policku, vyhravaju vlci. Matko zac¢ina. V kazdom kole
mé& Matko jeden tah oveckou, Kubko fahd vsetkymi vlkmi. Vynimkou je len prvé kolo, ked
mé Mafko dva fahy. Ovecka je na vnutornom policku Sachovnice. Je mozné na zacdiatku, ak
pozname pociatoénu polohu ovecky, polozit troch vlkov na krajné policka Sachovnice tak, aby
chytili ovecku?

6. Colinka oblubuje jednotky. Ked tak dumala vecer pre spanim v postielke, zisla jej na um
otazka, aky je najvic¢si spoloény delitel ¢isla 111111111111 (12 cifier) a ¢isla 111...111 (100
cifier). S touto tlohou sa Tahko popasovala. Na ¢o prisla? KedZe sa jej to zapacilo a ani ratanie
ovefiek ju neuspalo, zacala sa trapit nad vSetkymi ¢islami z jednotiek. Chcela zistit, aky je
najviacsi spoloény delitel ¢isel 111...111 (m cifier) a 111...111 (n cifier). Nad tym sa trapi az
dodnes a neda jej to spavat. Skuste jej pomoct, zistite najvicsi spoloény delitel tychto dvoch
¢isel. Nezabudnite na zdovodnenie.

7. My vsetci v STROMe méame radi mnoziny. Aj preto sme sa minule potesili, ked ndm jeden

riesitel poslal v obalke 2007 mnozin. Cuduj sa svete, neboli to oby¢ajné mnoziny, ale mali dve
vynimocné vlastnosti. Kazda z nich mala 40 prvkov a prienik kazdych dvoch mnozin mal prave
jeden prvok. Feri vyhlasil, ze to st také skvelé mnoziny, ze dokonca existuje prvok, ktory patri
do vSetkych 2007 mnozin. Ma Feri pravdu? Svoje tvrdenie zd6vodnite.

8. Velky geometer Tomé&s sa cez sviatky nenudil. Na zahnanie nudy mu stacila jedna tsecka
AB a bod P mimo nej. Zacal si kreslit kolmé priemety tsecky AB na vSetky priamky preché-
dzajuce bodom P. Aky utvar vytvorili vsetky kolmé priemety?
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