Cislo 4 e April 2007 Letny semester 31. ro¢nika (2006/2007)

STROM

KoreSpondenény matematicky seminar

Ahoj, riesitelia nasi!
A méme po Velkej noci. Chlapci si kde-tu ¢osi vysibali a vypolievali a
dievcatd nam aspon najblizsi rok budt pekné a zdravé. Teda kazdy bude

v pohode a bude sa tesit na skvelé jesenné sustredenie. Prezradime zatial, Math problems?
ze bude velmi skoro, skor ako cakate. Call
No este skor, ako sa pojdeme sustredit, mame tu Matboj. Na§ uzasny Mat- 1-800-

boj, ktory tentokrat zase zabezpeci dvanastim z vas ststredenie, aj ked [(47(27) 2] [sin(6)/x]

neriesili STROM¢ek. Ze ste uz prihlaseni? Tak sa na vas tesime, uvidime
sa 27. aprila.

A kto ste neboli na vylete v Slovenskom raji, mozete Tutovat. Bolo tam
fakt kréasne.

Vasi STROM isti.

A mathematician and ...

The physicist and the engineer are in a hot-air balloon. Soon, they find themselves lost in a canyon
somewhere. They yell out for help: ,,Helllloooooo! Where are we?*

15 minutes later, they hear an echoing voice: ,Helllloooooo! You're in a hot-air balloon!!“

The physicist says, ,,That must have been a mathematician.“

The engineer asks, ,,Why do you say that?“

The physicist replied: ,The answer was absolutely correct, and it was utterly useless.“

Several scientists were asked to prove that all odd integers higher than 2 are prime.
Mathematician: 3 is a prime, 5 is a prime, 7 is a prime, and by induction - every odd integer higher
than 2 is a prime.

Physicist: 3 is a prime, 5 is a prime, 7 is a prime, 9 is an experimental error, 11 is a prime. Just to
be sure, try several randomly chosen numbers: 17 is a prime, 23 is a prime...

Engineer: 3 is a prime, 5 is a prime, 7 is a prime, 9 is an approximation to a prime, 11 is a prime,...
Programmer (reading the output on the screen): 3 is a prime, 3 is a prime, 3 a is prime, 3 is a
prime....

Biologist: 3 is a prime, 5 is a prime, 7 is a prime, 9 — results have not arrived yet,...

Psychologist: 3 is a prime, 5 is a prime, 7 is a prime, 9 is a prime but tries to suppress it,...
Chemist (or Dan Quayle): What’s a prime?

Politician: ”Some numbers are prime.. but the goal is to create a kinder, gentler society where all
numbers are prime... ”

Programmer: ,Wait a minute, I think I have an algorithm from Knuth on finding prime numbers...
just a little bit longer, I've found the last bug... no, that’s not it... ya know, I think there may be a
compiler bug here - oh, did you want IEEE-998.0334 rounding or not? - was that in the spec? - hold
on, I've almost got it - I was up all night working on this program, ya know... now if management
would just get me that new workstation that just came out, I'd be done by now... etc., etc. ...“
(Two is the oddest prime of all, because it’s the only one that’s even!)
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KOMENTARE K ULOHAM 3. SERIE 31. ROCNIKA

1. Opravovali: Robko Hajduk a Michal Danco Pocet riesitelov: 25
3 b A Ao Stvorec vpisany do trojuholnika nam rozdelil velky trojuholnik na

I : I Stvorec a 3 podobné trojuholniky (skuste si sami overit, ¢i st po-

dobné s povodnym trojuholnikom). Vdaka podobnosti trojuholni-

b c kov vieme uréit rozmery stran nasho mensSieho trojuholnika, do

ktorého bude vpisana kruznica. Oznac¢me vrcholy stvorca C, O, L

a I, dlzku tsecky PI pismenom b, dizku tsecky F'L pismenom c a

P ¢ * 0 F stranu §tvorca z (ako na obrazku). Mozeme si zostavif napriklad
nasledujtce rovnice:

e z podobnosti trojuholnika PAF a PCI — b/x = 4/5,

e 7z podobnosti trojuholnika PAF a OAL — x/c = 3/5,

e 7z podobnosti trojuholnika CLI a OAL — (3 —b)/z = x/c.

N4ajdenie b, ¢ a x uz nechavame na Vas. Prezradime pre kontrolu, ze x vysiel trochu skaredy zlomok

60/37. K vyrieseniu tlohy potrebujeme vediet dlzky vsetkych stran trojuholnika C'LI. Trojuholnik,

do ktorého vpisujeme kruznicu, je jednoznaéne uréeny dizkami stran, preto aj polomer tej vpisanej

kruznice je nimi jednoznaéne uréeny. Ostava nejako ho z tjch dizok stran vypodcitat. KedZe asi nie sme

prvi, ktori sa v takejto situdcii nachéadzaji, stoji za pokus pohladat nie¢o v tabulkdch. Najdeme vzorec

S
atbtc’
2

kde a, b, c st strany trojuholnika, r je polomer vpisanej kruznice a S je obsah trojuholnika. Ako sa do-
stali autori k tomuto vzorcu? Spojili vSetky vrcholy trojuholnika so stredom vpisanej kruznice a dostali
tri trojuholniky. Cez obsahy malych trojuholnikov a velkého sa dopracovali k k uvedenému vzoréeku
(sktste porozmyslat, ako tato myslienku dorazili do uspesneho konca). Na vypocet potrebujeme vo
vzorci poznat aj obsah trojuholnika, ktorému je kruznica vpisana. Verim, Ze to uz hravo zvladnete.
Ved pre pravouhlé trojuholniky, v ktorych poznime dlzky odvesien. Existuje este jeden vzorec pre
vypocet polomeru vpisanej kruznice, ktory mozeme pouzif len pre pravouhlé trojuholniky: r = %b_c
(kde ¢ je prepona). MozZete skusit vypocitat polomer aj pomocou tohoto vzoréeka, malo by vam vyjst
to isté cislo.
No a aby ste sa nenudili, jedna tloha na volné chvilky: V ktorom trojuholniku (z trojuholnikov, ktoré
vznikli vpisanim $tvorca do trojuholnika PAF') mé vpisanad kruznica najvicsi polomer?
Komentdr: S tlohou ste sa mnohi spesne pohrali, no body sa Casto stracali za nepresnosti. Uznavame,
ze vysli Skaredé ¢isla, no aj s nimi sa treba obc¢as potrapit.

2. Opravoval: David Hudak Pocet riesitelov: 22
Najoriginalnejsi riesitelia: Alex Kuncova, Eduard Eiben, Adriana Szilagyiova

Na sttazi bolo 100 Gcastnikov, kazdy bol inak zdatny a kazdy odohral 99 zapasov. Usporiadajme ich
podla zdatnosti. Mame jedného supersampiéna, ktory porazi vsetkych. Ma na konte 99 vyhier. Druhy
najlepsi hrac¢ zvitazi v kazdom zépase okrem zapasu s prvym najlepsim. Teda mé na konte 98 vyhier.
Podobne treti najlepsi ma 97 vyhier. Takto by vyzerala prva trojka bez pouzitia zazrac¢nych masiniek.
V celej tlohe si budeme vsimat Sestku najlepsich hracov, ozna¢me tychto hrac¢ov postupne

p1(99),2(98), p3(97), p4(96), p5(95), ps(94).

A teraz podme podvadzat. Pouzitie dvoch masSiniek v jednom zépase je zbytocné, pretoze zvitazi lepsi
(ako aj bez maginky). Dalej pouzif maginku proti slabsiemu by bolo pre zdatnejsieho hra¢a iba mrhanie.
Teda masinky buda pouzivat iba slabsi v zapase so zdatnejsSimi. Je jasné, ze kazdy moze podvadzat
najviac raz a tym si moze polepsit svoje skére o maximéalne 1 vyhru.

Potrebujeme néjst trojicu hracov, ktord by predbehla v rebricku nasich pévodnych vitazov (p1, pe,
P3), a to na ¢o najmenej podvodov. To znamend, Ze potrebujeme odobrat pévodnym vitazom dostatok
vyhier, aby ich predbehli ini traja. Teda staci, aby najhorsi z novych vitazov bol lepsi ako vSetci
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povodni.

Zda sa, ze by novi vitazi mali byt p4, ps, pe. Ak najhorsi z nich (pg) pouzije masinku proti niektorému
z p1, P2, P3, tak si polepsi skére na 95 vyhier. Pévodnym vitazom sa tak musia zniZit po¢ty vyhier na
94. To sa d& iba vtedy, ked proti hracovi p; pouzije masinku nejakych 5 hracov (99 — 94 = 5). Proti
hrac¢ovi p, musia pouzit masinku 4 dalsi hraci (98 — 94 = 4). A nakoniec proti hracovi ps musia pouzit
masinku 3 dalsi hraci (97 — 94 = 3). Spolu to je 5+ 4 + 3 = 12 podvadzajucich hracov. Pricom jeden
z podvodov je podvod hréaca pg proti niektorému z p1, p2, ps. Novy rebricek bude:

p4(96),p5(95), p6(95), p1(94), p2(94), p3(94).

Teda nasli sme rieSenie, ak hladana trojica je trojica ps, ps, pg. Ak by to bola ind trojica, tak by
povodni vitazi museli znizif svoje vyhry na menej ako 94. A to by si vyziadalo viac podvodov proti
nim.

Odpoved: Podvadzalo najmenej 12 hrécov.

Tato tloha sa vam vcelku pécila, len dafam, Ze vas na nej pritahovalo nie to podvadzanie. AZ na malé
omyly z nepozornosti ste nasli rieSenie, ked ste troch najlepsich odsunuli zo stuptia vitazov a nahradili
ste ich 4., 5. a 6. hraGom z pdvodného poradia. Ok, bolo to spravne rieSenie. No viiéSina rieSitelov
neurobila diskusiu o tom, ¢o ak by to bola iné trojica. Tak nabudtce si treba polozif otdzku: ,Neslo
by inou trojicou dosiahuf rovnaky efekt na menej podvodov? Ak nie, tak preco?* To bol dovod na
odpoc¢itavanie bodov. Inak spokojnost. Sudoku zdar (bez podvodov)!

3. Opravovali: Tomas Ludivjansky a Robo Andrassy Pocdéet riesitelov: 26
Tato tloha sa tesila velkej popularite, o ¢om sved¢i aj pomerne velky pocet rieSeni. Takmer vSetci ste
prisli na to, Zze Robko by mohol najst ovela viac ako 2007 pravouhlych trojuholnikov, ak si tych 64
bodov spravne usporiada. Drviva vicSina z vas zacala tlohu riesif usporiadanim bodov do pravidelnej
pravouhlej mriezky. Dalsi postup sa uz lisil od rieSenia k rieSeniu. Zvicsa ste pocitali poéty vybranych
Ltypov® trojuholnikov (podla dlzky odvesien), no naslo sa aj zopar velmi struénych a presnych rieseni
podobnych nasledujicemu.

Usporiadajme si nasich 64 bodov do Stvorcovej mriezky 8 x 8. Vezmime Tubovolny
bod v i-tom riadku a j-tom stipci (na obrazku zakrtizkovany). Pri iom bude
pravy uhol, ¢o nam zabezpedi, aby sa dalej vytvarané trojuholniky neopakovali.
Za druhy vrchol mézeme vziat lubovolny bod z i-teho riadku (je ich uz len 7).
Ako treti vrchol ndm zas moze poslzit hociktory bod z j-teho stipca (aj tych
je 7). Teda k naSmu bodu (7, j) sme nasli 7 -7 = 49 pravouhlych trojuholnikov.
Zacali sme s Tubovolnym bodom mriezky, a preto tato tivaha plati pre kazdy
zo 64 bodov. Dostali sme 64 - 49 = 3136 pravouhlych trojuholnikov. A to sme
pocitali len trojuholniky, ktorych odvesny st rovnobezné s hranami mriezky! V skuto¢nosti ich tam je
eSte ovela viac rozne pootac¢anych. Teda Robko mohol najst viac ako 2007 pravouhlych trojuholnikov.

4. Opravovala: Feri Kardos a Lukas Mizisin Pocet riesitelov: 24
O rieSenie tejto tlohy sa pokusila vii¢sina riesitelov. No cestou k vysledku drvivéa vii¢sina stratila spravny
smer a zaujala zly postoj.

Cimsi zacat treba. Zac¢at na¢rtkami je fajn, moézeme si ofukat problém. Na druhej strane nacértky ani
predstavy v hlave na dokaz nestacia, najmé nie taky, ktory ma pochopit aj niekto iny, kto si rieSenie
precita. NavysSe ak chceme dokézat, Ze Cosi neexistuje, vyzaduje si to int Gvahu nez ,hla, skiSam to
kreslit, ale nedari sa mi to*.

Preto je najlepsie si par idajov o danom telese zistit skor, ako ho budeme nacrtavat. Pocet stien vieme.
Pocet hran uréime z poctu stran rovinych ttvarov a to tak, ze spocitame pocet stran rovinych atvarov.
V pripade Dory vysiel pocet stran vSetkych stien dokopy 28 a v pripade Maruse vysiel 33. Tu mnohi na
zéklade poctu stran vylacili Marusu. Z toho dévodu, Ze hranu vytvaraju dve strany stien, a u telesa,
ktoré dostala Marusa, je pocet stran stien neparny. Za teleso, ktoré sa da zostrojit, oznacili Dorine. U
telesa, ktorého podcet stran stien je neparny, eSte nemozeme vylucit jeho existenciu. Ale ak existuje, je
nekonvexné, lebo dve hrana budu lezat na priamke a dokopy budi tvorené iba tromi stranami stien.
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A chcem upozornif aj na to, ze ak je pocdet stran stien parny, tak to nutne nemusi znamenat, Ze teleso
existuje. Uvediem priklad. Skuste vytvorif teleso, ktorého steny tvori 5 Stvoruholnikov. V pripade, Ze
ste len na zaklade poctu stran stien urcili, ktoré teleso existuje a ktoré nie, dostali ste dva body. Ti z
vas, ktori este k tomu nacrtli Dorino teleso, dostali tri body.

Takze pocet hran telesa, ktoré dostala Dora, je 2—28 = 14 (ak toto teleso existuje) a pocet hran telesa,

ktoré dostala Marusa, je @ + 1 =16 (opéit len vtedy, ak existuje). Ak ich chcete zostrojit, za¢nite
piatuholnikmi a ich umiestnenim vo¢i sebe. Potom pokracujte postupnym pridavanim trojuholnikov.
Pri Marusinom telese si prv, nez budete umiestiiovat trojuholniky, zvolte stranu, ktora bude tvorena
tromi stenami.

Tato tloha sice vyzerala lahko, no nebola az tak jednoducha na dokazovanie. Preto si v budiicnosti

.....

5. Opravoval: Tomas Lucivjansky a Karol Lacuska Podet riesitelov: 21
Vicésina z vas tento priklad zvladla. Niektori naozaj velmi dobre, niektori nieGo pozabudali, niektori
sa zasekli pri vysloveni myslienky a zial niektori bud zle precitali zadanie, alebo nepochopili, o ¢o v
priklade ide. Ale sme si isti, ze ak t4 mensSina popracuje na svojich chybach, nabudice to bude lepsie.

A teraz k rieSeniu. Zajac uz je polozeny na Sachovnicu. Otazka znela, ¢i vieme
L | dve lisky postavif na kraj Sachovnice tak, aby lisky chytili zajaca. Odpoved znie:
T l Ano, vieme. A ako? Lisky postavime tak, aby vytvorili uhloprie¢ku tvorca, na
- 7 ktorej sa nachadza zajac. (Taky Stvorec existuje bez ohladu na polohu zajaca,

A | premyslite si to.)

! v Ostava dokézat, ze v niekolkych dalgich tahoch lisky zajaca chytia. Na obrazku
L— mame poziciu, v ktorej je na tahu zajac. Nech sa pohne hocikam, jedna z liSok ho
hned chyti. V§imnime si, Ze tato pozicia je v podstate taka ista ako ta na zaciatku:
zajac je na uhlopriecke stvorca, ktorého strany st rovnobezné so stranami Sachovnice a koncové body
tejto uhlopriecky su lisky. Takato poziciu budeme udrzovat od zaciatku do konca. V kazdom tahu sa
lisky pohnu tak, aby sa uhlopriecka, na ktorej strazia zajaca, zmensila o jedno policko. Nakreslite si
obrézok, je z neho jasné, ze ako sa lisky maju hybat.

Ak sa vam tloha péacila, skiste ju pre Sachovnice iného tvaru. Co tak obdlznik? A kolko liok budeme
potrebovaf na chytenie zajaca, ak dovolime, aby sa pohyboval aj §ikmo o jedno poli¢ko? (Lisky pritom
bud chodia ako povodne, alebo tiez moézu chodit aj sikmo.)

6. Opravovali: Robko Hajduk a Stevo Pero Pocdet riesitelov: 19
Najoriginalnejsi riesitelia: Tomas Kocak

Téato tloha nebola podTla vasich rieSeni nadroc¢na. Ti z vas, ktori na nej pohoreli, si bud povrchne precitali
zadanie tlohy, alebo sa pustili iplne zlym smerom, ktory neviedol k spravnemu rieseniu (a nestihli sa
zo zlej cesty pred odoslanim série vratit). Najmé pre nich je uréeny tento kratky nacrt rieSenia.

Po precitani zadania by sme si mali vSimnut, Ze ¢éisla ¢, a, j musia byt kladné. Ak méa byt stcin nie-
kladn4, teda ¢isla t, a, j musia byt mensie ako jedna.

Niektori z vas sa vybrali touto cestou a rozdelili si skiimany interval na tri &asti (0, 1), 3, (3,1). Potom
rozobrali niekolko moznosti pre prislusnost ¢isel ¢, a, j do tychto casti a ukdzali, Ze aspon jedna z
nerovnosti neplati.

Nasli sa aj taki, ktori prisli na krajsiu myslienku. Nerovnosti st symetrické, teda bez ujmy na vseobec-
nosti moézeme t, a, j medzi sebou lubovolne povymienat.

Najprv sa zaoberajme pripadom, ked st dve éisla rovnaké, napriklad a = t. Z nerovnosti ¢(1 — a) >
dostavame ¢(1 —t) > %, po aprave (2t — 1)? < 0. Stvorec nikdy nie je mensi ako nula, mame spor.
Ked st vsetky ¢isla navzajom roézne, mozeme zvolit za a to najvicsie z nich (kvoli symetrii). Potom
a = t+x, kde x je kladné ¢islo. Po dosadeni do nerovnosti t(1 —a) > 1/4 dostavame t(1—(t+z)) > 1/4
a po naslednej tprave (2t — 1)? 4 4tz < 0. Ako v prvom pripade, §tvorec ¢isla je vidy nezdporny a
sucin 4tx je kladny, kedze kazdy zo stcinitelov je kladny. Teda cely vyraz je vzdy kladny a nie zadporny
a to je spor.

Jedno pekné riesenie na zaver. Vynasobme vSetky nerovnosti (lavé strany dokopy a pravé strany do-
kopy) a preusporiadajme to tak, aby sa rovnaké pismenké dostali k sebe. Ak platili vSetky nerovnosti,

1
4
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tak plati aj
L=t1-t)-a(l—a)-j(1—7)>1/64.

Ale my vieme (z AG nerovnosti alebo tpravou na $tvorec), ze t(1 —t) < 1/4. To isté plati aj pre a a
j. Takze L < 1/64, ¢o je spor.
Zaver: Ukazali sme (tromi sposobmi), Zze pre Déavidove ¢isla neplati asponl jedna znerovnosti.

7. Opravoval: Feri Kardos Podet riesitelov: 3
Najoriginalnejsi riesitelia: Tomas Kocak, Adriana Szilagyiova

Prisli len tri rieSenia tejto tlohy, ¢o je na taki peknu tlohu Skoda. Z nich dve boli velmi pekné, a teda
ocenené hlasom. Prejdime si jedno rieSenie (inspirované riesenim Tomasa Kocéka).

Ozna¢me vSetky body podla obrazka. Tak, ako to ¢asto pri geomet-
rickych tlohach byva, ked chceme najst elegantné rieSenie, casto-
krat treba do obrazku nieco dokreslif. Tentoraz sktisme predizit
usecku CM. Priamka CM pretne kruznicu opisant trojuholniku
ABC v bode E. Na to, aby sme dokdzali rovnost

AD| = |MB| + |MC],

stac¢i ukazat, ze platia rovnosti |AD| = |CE| a |[MB| = |ME|.
Pozrime sa najprv na prva rovnost. Zhodnost dvoch dizok sa d&
dokdzat napriklad tak, Ze ukdZeme zhodnost nejakych vhodnych
dvoch trojuholnikov. Tu sa priamo vnucujt trojuholniky ADC a
CFEA. A naozaj, st zhodné podla vety usu: uhly ADC a AEC st
zhodné, pretoZe oba st obvodové uhly nad tetivou AC'; stranu AC maji oba trojuholniky spolo¢ni;
uhly ACE a DAC st rovnakej velkosti, pretoze |JACE| = |SACL| = |SLAC| = |4 DAC| (bod L
podla zadania lezi na osi strany AC).

Pozrime sa teraz na druhii rovnost. Tu zhodnost dvoch dlZok skisime ukéazat tak, ze ukdzeme, Ze troj-
uholnik EM B je rovnoramenny so zakladtiou EB. Na to potrebujeme ukdzat, ze uhly MEB a M BE
maju rovnaka velkost. A sme opéft pri uhloch. Dostavame postupne | M EB| = |[SCEB| = |<CAB| =
|SCAL|+ |9 KAB|=|qdACL| + |<KBA| = |[SACE| + |[dSMBA| = |9ABE| + |[<SMBA| = |<MBE],
¢o bolo treba dokazat. (Platnost jednotlivych rovnosti sa dé overit jednoducho podla obrazka, kde uhly
rovnakej velkosti st oznac¢ené rovnakou znackou).

Pozrime sa na to z nadhladu. Co ndm pomohlo tlohu vyriesit? Na priamke C'M sme ku tsecke C M
s dlzkou |CM| pridali tise¢ku ME s dlzkou |M B| a takto namiesto toho, aby sme ¢osi dokazovali o
stéte |[M B| + |MC)|, stadilo pracovat s dlzkou |CE|. Toto je kl¢ova idea, zvySok je uz len pocitanie
uhlov s vyuzitim vlastnosti bodov spominanych v zadani a kruznice, ktora je kvoli obvodovym uhlom
na pocitanie velkosti uhlov zvlast vhodna. Uhly treba poditat cieflavedomo — pocitame len tie, ktoré
na nieco potrebujeme, a nie hala-bala vSetky a ¢o vypoditat nevieme, ozna¢ime novym pismenkom.
Mozete si to precvicit na tejto tlohe.

Je dany trojuholnik ABC, pricom a # 90°. Nech D je Tubovolny bod na obliku BC' kruZnice k opisanej
trojuholniku ABC neobsahujicom bod A. Osi tsetiek AB a AC' pretinajt priamku AD v bodoch K a
L. Prieseénik BK a C'L ozna¢me M. Dokazte, ze body B, C, M a S (stred kruZnice k) lezia na jednej
kruznici.

V pripade, ze vas pocitanie uhlov bavi, skiste este toto:

Dany je trojuholnik ABC' so stredom vpisanej kruznice I. Dokézte, Ze os strany AB, os uhla ACB a
kruznica opisana trojuholniku ABC' sa pretinaju v jednom bode. Oznacme tento bod M. Dokazte, ze
bod M je stredom kruznice opisanej trojuholniku ABI.

Ked ste to zvladli, pozrite si ilohu 5 z celostatneho kola. Po tomto cviceni by sa mala vyriesit takmer
sama. :)

8. Opravovali: Feri Kardos a Jano Kovac Podet riesitelov: 4
Uloha vyzera na prvy pohlad lakavo, ale po zamysleni ¢loveka zaskoéi, o ¢om sved& aj pocet jej
rieSitelov. A nanestastie aj pocet Uspesnych riesitelov — nepodarilo sa ju totiz vyriesit nikomu, aj
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ked vicésina odpovedala na otdzku zo zadania spravne, za ¢o si vysluzili jeden bod. Cely trik tejto
alohy je vsak v podstate jednoducha myslienka nazyvana ¢nvariant. Toto slovo pochadza z latinciny, v
matematike to oznacuje isty matematicky objekt (napr. nejaky vyraz), ktorého hodnota sa pri urcite;
transforméacii nemeni. Ukazeme si to na priklade. Na tabuli médme napisané tri ¢isla 2, 3, 4. V jednom
dosiahnut, aby stéet ¢isel na tabuli bol 07 Sudet ¢isel na tabuli ozna¢me S. V jednom kroku sa S
moze bud zvicsit o 2, alebo zmensif o 2. VSimnime si, Ze ani jednou z tychto zmien nedosiahneme
zmenu zvysku ¢isla S po deleni dvomi. Na zaciatku je ¢islo S neparne, a po kazdom kroku bude tiez
neparne. Takze S nemoze byt 0. Zopakujme si: ¢o bolo v tomto pripade invariantom? ZvySok suctu S
po deleni dvomi, inak povedané parita suc¢tu S. Invarianty st v kombinatorike (a nielen tam) beznym
prostriedkom na doékaz toho, Ze €osi nie je mozné.

Pozrime sa teda, ako to celé malo vyzerat.

Aj ked tloha je o skladani kociek, da sa zjednodusit: mozeme sa namiesto skladania kociek pokusit
o skladanie stvorcov. Ked totiz nedokdzeme zo Stvoréekov 2 x 2 a 3 x 3 poskladat Stvorec n x n, tak
nedokézeme poskladat stenu kocky n x n X n, a teda nedokdzeme poskladat ani celt kocku.
Zafarbime stipce §tvorca n x n striedavo na bielo a na &erno. Predstavme si, Ze tento §tvorec n x n je
zlozeny zo Stvorcov 2 x 2 a 3 x 3.

Vsimnime si (na obrazku) rozdiel po¢tu ¢iernych a bielych stvorce- ‘ ‘
kov v jednotlivych Stvorcoch 2 x 2 a 3 x 3. Pri stvorci 2 X 2 je rozdiel
vzdy nula bez ohladu na to, kde je takyto Stvorec umiestneny. Pri ‘ ‘

Stvorci 3 x 3 je rozdiel vzdy 3 (alebo —3, ale na znamienku tu ne-
zalezi, lebo odéitat moéZzeme v opa¢nom poradi a potom to bude 3).

To znamen4, Ze ak mame poskladat Stvorec n x n zo Stvorcov 2 x 2 ‘ ‘ ‘
a 3 x 3, tak rozdiel poctu ¢iernych stvorcekov a bielych stvorcekov
musi byt nédsobkom ¢isla 3. Toto je to, ¢o maju vSetky mozné de- ‘ ‘ ‘
lenia Stvorca m X m na Stvorce 2 X 2 a 3 X 3 spolocné — hladany
invariant. ‘ ‘ ‘

Ak n je parne, vieme $tvorec n X n bez problémov poskladat zo

Stvorcov 2 x 2. Ak n je neparne, bude spominany rozdiel po¢tov ¢iernych a bielych Stvorcéekov prave
n (posledny stipec). To vsak znamend, Ze n musi byt delitelné tromi. A preto nedokézeme z danjch
Stvorcov poskladat Stvorce n x n pre n = 6k + 1.

Ked nie Stvorce, tak ani kocky. Takze Petinka mala pravdu, existuje nekonecne vela takych kociek,
ktoré Kuiso nevie poskladat, napriklad kocky s hranou dlzky 6k + 1 pre kazdé k. Lebo Kuiso vie pos-
kladat iba také kocky, ktorych hrana je ndsobkom 2 alebo 3.

Precvicte si ofarbovanie na podobnej tilohe. Najdite mnozinu vSetkych takych stvorcov, ktoré sa daju
vyplnif obdlznikmi 4 x 1 a 1 x 4.
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