Cislo 1 Zimny semester 32. ro¢nika (2007,/2008)

STROM

Korespondenény matematicky seminar

Mt riesitelia,

je po prazdninéach a prichddza novy roénik STROMu. Je plny noviniek. Ved i sami to vidite, drziac
v rukach nové zadania... Zmenil sa pocet tloh, bocet bodov, bonifikacia. Na stranke pribudla nova
sufaz, ktora vas urcite zaujme. Prejdime vSak od slov k ¢inom; precitajme si pravidla a zac¢nime
ratat.

KMM pokracuje

Ako minuly semester, tak aj teraz pokracujit KMM — Kluby mladych matematikov. Najblizsi sa
uskutocni 22. septembra o 10:00 na PF UPJS v Kosiciach. Prednasajici nebude nikto iny ako Ing.
RNDr. Frantisek Kardos (Feri) a porozprava nam o tom, ¢o vSetko sa da vycitat z grafu funkcie.
No a ako sa vravi, nielen matematikou je c¢lovek zivy. Po dobrej prednaske a dobrom obede si za-
hrame v parku frisbee, pripadne iny Sport. Terminy dalsich klubov a akcii po prednaske najdete na
http://seminar.strom. sk/kmm.

Problem of the week

Tak veru, ¢itate dobre. Nejaka matematika tu bude kazdy tyzden. A to nie hocijaka, ale interaktivna.
Od 3. septembra na stranke http://seminar.strom.sk/pow najdete kazdy tyzden nejaka tlohu.
Na jej zratanie budete mat tyzden a pomocou internetového formulara hned mozete svoje rieSenie
odoslat. Ak poslete hned v pondelok a spravne, dostanete za rieSenie 7 bodov. Ak aZ v posledny deri,
¢o je nedela, tak to bude uz len jeden bod. AvSak pozor, rata sa iba prvé odoslané rieSenie a tak
odportcame netipovat. Najlepsich z vas ¢akd prekvapenie.

PALMA

Aj tento rok pre vés pripravujeme programatorsku siutaz pre stredoskolské druzstva s ndzvom PALMA.
Radi uvitame vSetkych, ktori maja chut si zasutazit, otestovat svoje riesitelské schopnosti, pripadne
sa nieo nové naucit. Blizsie informécie ¢ tlohy z minulého roénika najdete na domovskej stranke
sutaZe: http://palma.strom.sk.

Pokyny pre riesitelov

Seminar je urceny pre ziakov prvého az stvrtého roc¢nika strednych skol a prislusnych tried osemroc-
nych gymnézii a bilingvalnych gymnézii. Zapojit sa mozu aj ziaci z nizsich ro¢nikov; v stitazi maja
rovnaké podmienky a vyhody ako prvaci. STROM je stutaz jednotlivcov.

Ulohy rieste zasadne samostatne, neodpisujte, v rieSeniach vysvetlujte cely svoj myslienkovy postup
ako v Matematickej olympidde. Svoje rieSenia modzete posielat postou, alebo e-mailom, nie osobne.
Pri opravovani sa drzime zasady, Ze ¢o sa nedd precitat, nemoze byt ohodnotené bodmi. Preto zvazte,
¢i nenapiSete svoje rieSenie na pocitaci. RieSenia postou zasielajte do uvedeného terminu (rozhoduje
datum postovej peciatky) na adresu
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PF UPJS
STROM
Jesennd 5
041 54 Kosice.

V pripade zasielania rieseni e-mailom ich posielajte na e-mailovii adresu riesenia@strom.sk. Pre-
ferujeme stbory vo formate PDF. Kazda tilohu posielajte osobitne a do predmetu e-mailu napiste
(bez diakritiky) Uloha 1, respektive Uloha 2, respektive Uloha 3, respektive Uloha 4. VasSe rieSenia
musia dojst pred polnocou v den terminu série a len na uvedent adresu. Ich prijatie bude potvr-
dené e-mailom. Technické problémy na nasej ¢i vasej strane nie st dovodom na akceptovanie rieseni
dorucenych po termine.

S prvou sériou, ktorej rieSenia nam posielate, poslite vyplnent prihlasku, (pripadne ju vypliite na
stranke http://seminar.strom.sk). RieSenie kazdej ulohy piSte na samostatny papier formatu
A4, respektive do samostatného stiboru, na vysku s menom, Skolou, triedou a ¢islom ulohy.
Ak by vam nebolo jasné zadanie niektorej tlohy, obrafte sa na nds cez e-mail strom@strom. sk,
prostrednictvom debaty na nasej stranke alebo osobne.

Bodovanie tloh zavisi od kvality rieSenia. Za kazdu tlohu moze riesitel ziskat najviac 9 bodov. Body
mozete ziskat aj za Clastoéné vyrieSenie zadanych tloh. Preto sa nebojte poslat aj svoje netplné
rieSenia. Do poradia sa zapocitavaji vSetky Styri tlohy + tloha podla ro¢nika rieSitela.

Prvakom sa do poradia navyse zapocitava najlepsSie vyrieSend tloha.

Druhakom sa do poradia navySe zapocitava druhé najlepsie vyrieSena tloha.

Tretiakom sa do poradia navyse zapocitava tretia najlepsie vyriesena tloha.

Stvrtakom sa do poradia navyse zapoc¢itava najhorsie vyriesena tloha.

Varovania (!!!). Body sa samozrejme bez vynimky strhavaji za odpisovanie a za poslanie rieSeni
po termine. Pri odpisovani rozliSujeme podobné riesenia (pocet bodov delime poc¢tom zucastnenych
a zaokruhlime nadol) a ,takmer képie“, ktoré ostavaju bez bodu. Ak (ndhodou) najdete tlohu rie-
Senu v literatture, uvedte nazov, autora a stranu, inak riskujete stratu bodov za odpisovanie (je vSak
potrebné napisat aj samotné riesenie). V pripade, Ze nie ste spokojni s bodovym ohodnotenim vasho
rieSenia, mdzete nam do dvoch tyzdiiov od rozoslania rieseni zaslat postou staznost a t4 bude pre-
Setrena.

Hlasovanie tloh zavisi od zaujimavosti a jedine¢nosti vasho rieSenia. Radost vam mdze spravit 1 hlas
(prehladné, jasné rieSenie), alebo 2 ¢i 3 hlasy za vynimo¢né a originalne nédpady. Ak najdete rieSenie
v literatare, kladné hlasy si nepripocitate. Naopak, hrézu budiace rieSenia (vyzorom, zloZitostou)
ziskaju —1 hlas. Horsie obidu ti, ktorym za odpisovanie strhneme body. Po ich vydeleni poc¢tom
odpisujucich dostani —3 hlasy, po velkom odpisovani je to —5 hlasov. Tak hor sa do hladania peknych
rieSeni, zabudnime na odpisovanie a hrajme sa s matematikou! RieSitelia s najvyssim poctom hlasov
budi na konci semestra odmeneni.

Sustredenie je odmenou pre najlepsich, prilezitostou naucit sa nie¢o nové a stretnif sa s ostatnymi
rieSitelmi. Zucastnia sa ho najlepsi riesitelia podla zavereéného poradia a ¢lenovia minimélne prvych
troch najlepsich druzstiev z matboja, ak sa v prislusnom polroku kond. Pripadni dal$i ac¢astnici
a nahradnici st pozyvani podla poradia STROMu a matboja; nie vSak ti riesitelia, ktori uz maja
maturitu za sebou. Na sustredenie vsak nebudii vobec pozvani rieSitelia, ktori ziskali v prislusnom
semestri —3 alebo menej hlasov.

http://seminar.strom.sk
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Zadania uloh zimného semestra 32. ro¢énika

Prva séria
Termin odoslania rieseni: 15. 10. 2007

1. V krajine STROMovo je kazdé mesto spojené leteckymi linkami s nanajvys tromi inymi mestami.
Vsetky letecké linky st obojsmerné. Z ITubovolného mesta sa vieme do Tubovolného iného mesta
dostat lietadlom s nanajvys jednym prestupom. Kolko najviac miest moze byt v tejto krajine?
Ak si myslite, Ze spravna odpoved je 325, Vase rieSenie by malo obsahovat nielen ukdzku toho, Ze
325 miest je moznych, ale aj zdovodnenie, Ze viac miest byt v krajine nemdoZe.

2. Danka a Janka hraju na Sachovnici s velkostou 5 x 5 hru, pri ktorej sa striedaju v fahoch. T4,
ktord je na fahu, zakryje dve eSte nezakryté policka Sachovnice kiskom domina velkosti 2 x 1
(resp. 1 x 2). Prehrava hracka, ktora nemdze urobit fah. Pod dlzkou (ukonéenej) hry rozumieme
pocet tahov, ktoré sa uskutocnili. Ak4 najdlhsia a aké najkratsia hra sa d& zahraf pri takychto
pravidlach?

Nezabudnite uviest okrem prikladu najdlhsej hry aj dovody, pre ktoré Ziadna ind hra nemoZe byt
dlhsia. Podobne pre najkratsiu mozni hru.

3. Dany je trojuholnik ABC'. Uvazujme bod P, ktory lezi v trojuholniku ABC na osi strany AB.
K nemu zostrojime body @) a R leziace mimo trojuholnika ABC' tak, aby trojuholniky BQC
a C'RA boli podobné s trojuholnikom APB.
a) Najdite vsetky body P také, ze body P, @), C, R lezia na priamke.
b) Predpokladajme, ze body P, @, C, R nelezia na priamke. DokaZte, Zze potom vytvaraji
rovnobeznik.
V éasti a) nestaci len ndgst tieto body. Treba aj zdovodnit, preco iné body nevyhovuji.

4. Majme $tyri navzajom rozne kladné redlne ¢isla. Dokazte, Ze z nich vieme vybraf tri ¢isla a oznadit
ich a, b, c tak, 7e rovnice az? + z + b = 0 (s neznamou x), by* + y + ¢ = 0 (s nezndmou )
a cz’>+z+a = 0 (s nezndmou z) bud vsetky majt realny koreti, alebo Ziadna z nich nem4 redlny
koren.

Druha séria
Termin odoslania rieseni: 19. 11. 2007

1. a) Najdite vSetky dvojice prirodzenych ¢isel také, ze ich stcin je pétnasobkom ich siuctu.
b) Néjdite vSetky trojice prirodzenych ¢isel také, Ze ich séin je pidtnasobkom ich suctu.

2. a) Dokazte, ze pre vSetky k > 1 existuje k-tica prirodzenych ¢isel takych, Ze ich siéin je pitna-
sobkom ich suctu.
b) Rozhodnite, pre ktoré k > 1 existuje k-tica navzdjom réznych prirodzenych ¢isel takych, Ze ich
sucin je patnasobkom ich suétu.

3. V rovine je dana priamka p a bod C, ktory na nej nelezi. Po priamke p sa pohybuje tisecka AB
pevnej dizky d.
a) Zostrojte trojuholnik ABC, ak okrem daného bodu C, priamky p a dizky d poznate velkost
polomeru R kruznice opisanej trojuholniku ABC'

strom@strom. sk



2007/2008 4 STROM

b) Pre ktort polohu tse¢ky AB mé trojuholnik ABC najvicsi obsah?
c¢) Pre ktora polohu tsecky AB ma kruznica vpisana do trojuholnika ABC' najvi¢si polomer?
V dlohdch b) a c) treba ndjst vietky také polohy a zdovodnit, preco si to len tie a Ziadne iné.

4. V rovine je dana priamka p a bod C, ktory na nej nelezi. Po priamke p sa pohybuje tisecka AB
pevnej dizky d.
a) Po akej drahe sa pohybuje priesecnik vysok V' trojuholnika ABC?
b) Po akej dréhe sa pohybuje tazisko T" trojuholnika ABC?
c) Zostrojte trojuholnik ABC, ak je dana dlzka tsecky AB, vzdialenost bodu C' od priamky AB
a su¢in dlZok faznic z vrcholov A a B.
V dlohdch a) a b) treba podrobne popisat, do ktorych bodov roviny sa moéze wvaZovany bod (V,
resp. T') dostat pri pohybe usecky AB. Nezabudnite zdovodnit, Ze si to vSetky také body, teda Ze
do ingch bodov sa uvazovany bod dostat nemaoze.

Navodné ulohy k sériam uloh Zimného semestra

Mozno sa vam tulohy v séridch zdaju fazké, alebo ste sa s takymito tlohami eSte nikdy nestretli.
Pripravili sme preto niekolko navodnych tloh. Po ich vyrieSeni (a precitani si uvedenych rieseni) by
ste mali ziskaf lepSiu predstavu, ako sa d& postupovat pri rieseni tloh v séridch i vo vSeobecnosti.
S nejasnostami sa na nas mozete obratit napriklad e-mailom (navodne@strom.sk).

1. Nakreslite si v rovine 7 bodov, z ktorych ziadne tri nelezia na priamke. Pospajajte ich tiseckami
tak, aby z kazdého bodu vychadzali tri tsecky.

2. Hrame hru lode na plane 7 x 7, na ktorom sa nachddza jedina lod velkosti 4 x 1 (resp. 1 x 4).
Najmenej kolko otdzok sa potrebujeme spytat, aby sme si boli isti, Ze sme tuto lod zasiahli aspori
raz?

Riesenie: Po chvili hrania sa s pldnom a otdzkami zistime, ze 12 otézok staci. (Ako sa treba pytat?)
Navyse ziskame presvedcenie, Zze 11 otdzok je malo. Ako to vSak zddévodnit? Sktsme néajst aspon
nejaky dolny odhad. Stacéi jedna otézka? Urcite nie, vieme na plan umiestnit dve lode tak, Ze sa
na obe treba spytat (nemaju spoloéné policko). Kedze potrebujeme vylaéit obe tieto mozné polohy
lode, musime sa spytat aspon dvakrat. Vedeli by sme tam tych lodi umiestnit viac? Kolko ich treba
umiestnit, aby sme tym dokdzali, Zze 11 otézok nestaci? Skuste tam tie lode umiestnit. Uvéazte si,
kolko voInych polic¢ok ostane. Ak by ste chceli tieto volné policka rozmiestnit symetricky, kde by mali
byt?

3. Hrame hru lode na plane 9 x 9, na ktorom sa nachadza jedina lod velkosti 5 x 1 (resp. 1 x 5).
Najmenej kolko otdzok sa treba spytat, aby sme si boli isti, Ze sme tto lod zasiahli aspon raz?

4. Hrame hru lode na plane 8 x 8, na ktorom sa nachadza jedina lod velkosti 2 x 2. Najmenej kolko
otézok sa treba spytaf, aby sme si boli isti, Ze sme tiato lod zasiahli aspori raz?

5. Najdite vsetky dvojice celych ¢isel x, y také, ze plati 2% + 2x = 5y + 6.

Riesenie: Tato rovnica ma v redlnych ¢islach hromadu rieseni. Kde to viazne pri celych ¢islach? Keby
sme rovnicu riesili v obore redlnych ¢isel, zvolime si lubovolné = a k nemu doratame y. (Preco nie
naopak?) K danému z dostaneme y = (2% + 2z — 6) /5. VyskiSajte niekolko malych z. A vidime, kde
je hadik: ¢islo y nemusi vyjst celé. Po chvili ziskame presvedéenie, Ze celé dokonca asi nevyjde nikdy.
Opit si poloZime otazku: je mozné, aby ¢islo 22 + 22 — 6 bolo delitelné 57 Tato ot4zka sa d4 poloZit
aj vieobecnejsie a potom sa na 1iu napodiv Tahsie odpoveda: aky zvysok moze ¢islo V = 22 + 2z — 6
dévat po deleni 57 Ak x dava zvySok 0, 1, 2, 3, 4, ¢islo V' déva zvySok 4, 2, 2, 4, 3 (overte si dosadnim
x = 5k + z, kde z je zvySok). Preto V nikdy nebude delitelné 5 a hladané dvojica x, y neexistuje.

http://seminar.strom.sk
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Pozndmka: Vsimnite si, ze si pocas rieSenia kladieme otazky. A dokonca aj také, ktoré sa pytaju
na viac, nez vyzaduje zadanie alebo nez prave potrebujeme. Toto ndm pomaha odhalif podstatu
problému. A dobre uchopeny problém je uz napoly vyrieseny.

Poznamka: Ak by sme vyjadrovali na zaciatku x pomocou y, dostaneme, ze diskriminant kvadraticke;
rovnice 22 + 2z — 5y — 6 = 0 (s nezndmou z a parametrom y) musi byt druhou mocninou celého
¢isla (premyslite si, preco je to tak). Druhtt mocninu celého ¢isla inak nazyvame stvorcom. Takze
D = 20y + 28 = 22%(5y + 7) musi byt Stvorcom. Potom aj ¢islo 5y + 7 musi byt $tvorcom (ak by
nebolo, v jeho rozklade na prvocisla by nejaké prvocislo malo neparny exponent, a toto prvocislo by
malo nepéarny exponent aj v D). Vyraz 5y + 7 moze byt pre vhodné celé ¢islo y rovny lubovolnému
celému cislu, ktoré dava zvysok 2 po deleni 5. Preto sa nas problém redukuje na otazku, ¢i je mozné,
aby Stvorec déaval zvysSok 2 po deleni 5. Odpoved ziskame podobnym preskimanim zvyskov ako v
predoslom rieseni.

6. Najdite vsetky dvojice prirodzenych &isel , y také, Ze plati 22 4+ 1 = 333,
7. Najdite vsetky dvojice prirodzenych ¢isel z, y také, ze plati 4 + y* = 20072097,
8. Vyrieste v prirodzenych ¢&islach rovnicu 2?2 = y? + 3.

RieSenie: Skusime rovnicu upravit tak, aby sa nieco dalo rozloZif na sac¢in. Tento postup je Casto
pouzivany v tlohéch z tedrie ¢isel, hned uvidime jednu z vyhod, ktoré prinésa.
Riesime teda rovnicu 2% — y? = 3. RozloZime lavi stranu na sicin.

(z+y) (x—y)=3

Predstavme si, ze obe strany s rozlozené na prvocisla. Na pravej strane je jedina trojka. Preto aj
v rozkladoch dvoch celyjch ¢Gisel na Tavej strane je len jedna trojka, a teda jedno z tychto ¢isel musi
byt rovné 1 alebo —1 a to druhé je 3 alebo —3. KedZe z aj y st prirodzené, méme z +y >z —y > 0
a preto x +y =3, r —y = 1. Jedinym rieSenim tejto stistavy rovnic je dvojica x = 2, y = 1.

9. Najdite vSetky celé ¢isla n, pre ktoré je ¢islo (n — 13)(n + 11) druhou mocninou prvodisla.

10. Dokéazte, ze pre kazdé prirodzené Cislo n existuje len konecne vela celych ¢isel = s vlastnostou
2% = 2% 4 n.

Pozndmka: Takéto ¢isla x samozrejme nemusia existovat vobec. Skuste vyriesit zadant rovnicu pre
n = 1, pripadne niekolko inych n. Vyriesit rovnicu znamené najst vSetky rieSenia, zdévodnit, Ze st
rieSeniami (napr. skuskou spravnosti), a odévodnit, preco ziadne iné ¢isla nie st rieseniami. Vicsinou
je podstata problému v poslednej casti, teda vyluceni ostatnych cisel.

RieSenie: Nech n je pevne dané prirodzené ¢islo. Vsimajme si lavi a pravi stranu ako funkcie premen-
nej x. Zvolte si n a dosddzajte postupne za x ¢isla 1,2, 3,4, 10,100, ... Vidno, Ze lava strana rastie
ovela rychlejsie ako prava. Preto ,,dostatoc¢ne velké“ x uz nemoze byt rieSenim skiimanej rovnice. Toto
je klic¢ova myslienka, zvySok rieSenia tento intuitivny pohlad spresni a spravi z neho matematicky
dokaz, ktorym hocikoho presvedc¢ime.

Zéaporné x nemdze byt rieSenim skimanej rovnice (preco?), preto sa obmedzime na neziporné z.
Urdite existuje také prirodzené ¢islo zg, Ze x5 > n. Nezdpornych celych ¢isel mensich ako xq je len
konecne vela. Z tejto tivahy vyplyva, Ze staci dokazat, Ze 2% > 222 pre kazdé x > z, kde z; > x¢ je
nejaké celé ¢islo. (Potom je 2% > 222 > 22 + 22 > 2% + n. Premyslite si to.)

Zbavili sme sa &isla n. Dokaz nerovnosti 2% > 2z% (pre x > 7) je moZné spravif matematickou
indukciou podla x, to uz ponechdvame na vas. (Mozno je vhodné dokazat najprv to, ze 2* > 2z + 1
pre z > 3. Ked obe tvrdenia dokaZete, pouvaZzujte nad tym, ¢i plati 2% > 7 pre ,velké“ x.)

11. Rozhodnite, ¢i existuje nekonecne vela trojic celych ¢isel takych, Ze ich sicin je patnasobkom ich
suctu.

strom@strom. sk
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12. Zostrojte trojuholnik ABC, ak je dana velkost strany AC, dlzka faznice z vrchola C a velkost
vnutorného uhla pri vrchole C'.

RieSenie: Priamo nezostrojime nic, preto treba pouvazovat o zadanych prvkoch trojuholnika ABC.
TaZnica je spojnica vrchola so stredom protilahlej strany. Preto by stredy stran mohli byt zaujimavé.
Ozna¢me stredy stran BC, C'A, AB pismenami K, L, M (v tomto poradi). Nakreslite si velky
obrazok. Pozname velkost strany AC, preto pozname aj dlzku strednej priecky M K. Pozndme velkost
uhla AC'B, preto pozname aj velkost uhla MK B. A z tohto vSetkého uz vieme zostrojit trojuholnik
MKC (ako?). A potom aj body B a A. Podstatu problému sme vyriesili. Ostava spisat riesenie tak,
aby z neho nieco mal aj niekto iny.

Zhriime si, z ¢oho by malo pozostavat rieSenie konstrukénej tlohy. V prvom rade je to velky prehladny
nacrt so slovnym popisom prvkov neuvedenych v zadani (v nasom pripade to boli body K, L, M).
Nasleduje rozbor, ktory by mal byt podrobnejsi nez Gvahy z predoslého odseku (treba presnejsie
popisat vztahy medzi uvaddzanymi dizkami aj uhlami a tiez stvislost s konstrukciou). Potom zapis
konstrukcie. Casto sa zabtida na dékaz spravnosti konstrukcie — treba zddvodnit, Ze zostrojeny objekt
mé vSetky vlastnosti pozadované v zadani. A nakoniec diskusia o pocte rieSeni — kolko roznych
trojuholnikov spliia podmienky kladené zadanim? Samotné rysovanie nie je nutné, méze viak pomdoct
pri diskusii.

Pozndmka: Postupovat sa dé aj inak, ak sa inak pozrieme na zadanie. TaZnica je okrem vrchola uréena
stredom protilahlej strany. Inak povedané, body A a B st siumerné podla bodu M. Preto skiisme
uvazit stredovi stimernost so stredom v bode M. Obraz bodu C' v tejto simernosti oznac¢me D.
Vsimnime si niekolko faktov:

1. Utvar ACBD je rovnobeznik. (Prec¢o?)

2. Pozname dlzku tsecky CD aj velkost uhla CAD. (Vyjadrite tieto velkosti pomocou velkosti uve-
denych v zadani.)

To staci na zostrojenie trojuholnika C'AD.

o . ) v .3
13. Nech t,, t;, t, st dlzky taznic trojuholnika s obvodom o. Dokézte, Ze ZO <tlg+1t+it.<o.

14. Po akej drahe sa pohybuje stred kruznice opisanej trojuholniku ABC' v tlohe 4 z druhej série?

Za podporu a spolupracu dakujeme

e Jednote slovenskych matematikov a fyzikov, pobocka Kosice

e Prirodovedeckej fakulte UPJS v Kosiciach

e Copycentrum Pergamon s.r.o.

e Nada¢nému fondu Vychodoslovenskej energetiky, a.s. v Nadacii Pontis
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