Cislo 4 Letny semester 32. ro¢nika (2007/2008)

STROM

Korespondenény matematicky seminar

Mzt nasi riesitelia,
Tak, a mame po prvej sérii tloh a pred vami je este zvladnut druhi sériu. Aby ste po jej vypocitani
nevysli z cviku, mame tu Matboj. Aj tentokrat zabezpeci dvanédstim z vas sustredenie, aj ked neriesili

STROMEc¢ek. Ze ste uz prihlaseni? Tak sa na vas tesime, uvidime sa 25. aprila. No a hned defi na to
bude klub. O tom, ¢o vas na nom caka, sa dozviete na nasej—vasej stranke.

Math jokes

Q: How does one insult a mathematician?
A: You say: “Your brain is smaller than any ¢ > 0!”

A woman in a bar tries to pick up a mathematician.

“How old, do you think, am I?” she asks coyly.

“Well - 18 by that fire in your eyes, 19 by that glow on your cheeks, 20 by that radiance of your face,
and adding that up is something you can probably do for yourself...”

Q: Why do you rarely find mathematicians spending time at the beach?
A: Because they have sine and cosine to get a tan and don’t need the sun!

Theorem: Every positive integer is interesting.
Proof: By contradiction, assume that there exists an uninteresting positive integer. Then there must
be a smallest uninteresting positive integer. But that’s pretty interesting! Therefore a contradiction!

RiesSenia 1. série uloh letného semestra 32. ro¢nika

1. V poslednej dobe nadobudol velkti popularitu japonsky hlavolam SUDOKU. Klasické sudoku
je tabulka velkosti 9 x 9 rozdelend na 9 $tvorcov velkosti 3 x 3, pri¢om v niektorych polickach
tabulky st vpisané ¢isla od 1 po 9. Takito tabulku nazvime zadanie. Ulohou je doplnit do
vSetkych ostatngch policok ¢isla od 1 po 9 tak, aby v kazdom stlpci, riadku, §tvorci 3 x 3 bolo
kazdé ¢islo préve raz. Takto vyplnent tabulku nazvime riesenim daného zadania.

Uvazujme mensie a jednoduchsie sudoku: Tabulku velkosti 4 x 4 rozdelent na 4 Stvorce velkosti
2 x 2 chceme vyplnit ¢islami od 1 po 4 tak, aby v kazdom riadku, kazdom stlpci, kazdom Stvorci
2 x 2 bolo kazdé cislo prave raz.

a) Kolko existuje vSetkych moznych rieseni takéhoto sudoku 4 x 47

b) Najdite také zadanie sudoku velkosti 4 x 4, v ktorom st vpisané len 4 ¢isla, a pritom ma jediné
riesenie.

c) Dokazte, Ze ak zadanie sudoku 4 x 4 mé jediné riesenie, tak st v fiom uz vpisané aspon 4
Cisla (alebo ekvivalentne: dokazte, Ze ak s zadané najviac tri ¢isla, tak také sudoku bud nema
rieSenie alebo méa viac ako jedno rieSenie).
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Opravovali: Feri Kardos a Tomas Kocak Pocdet riesitelov: 28
RieSenie:

V rieSeni vyuzijeme nasledovnii myslienku: Ak je vyplneny Tavy horny a pravy dolny Stvorec, tak
sudoku bud nemd rieSenie, alebo sa dd dokoncif jednoznacnym sposobom. Totiz pre zvy$né dva
Stvorce kazdé z ¢isel 1, 2, 3 a 4 mozeme vpisat len do jedného policka, pretoze jeden riadok a jeden
stlpec uz dané &slo obsahuje.

Najprv vypocitame pocet moznosti, ako sa d& vyplnit lavy horny Stvorec 2 x 2.
Na vyplnenie prvého policka mame 4 moznosti. Ak chceme vyplnit druhé policko,
tak mame uz len 3 moznosti, pretoze cislo, ktoré sme uz raz pouzili nemézeme c | d
pouzit opif. Na vyplnenie treticho policka méame uz len 2 mozZnosti, pretoze
uz sme pouzili dve ¢isla. Na vyplnenie posledného policka mame uz len jednu
moznost. To je spolu 4 -3 -2 -1 = 24 moznosti. Vypliime si preto lavy horny
Stvorec ako je to na obrazku. Za pismend a, b, ¢ a d mdzeme dosadit ¢isla 1, 2,
3 a 4 v Iubovolnom poradi.

Teraz sa skisme pozriet na to, ako sa d4 vyplnit pravy dolny Stvorec. Ak by sme ho mohli vyplnit
Tubovolne, pocet moznosti by bol znova 24. Nie kazda z nich vSak urcuje rieSenie sudoku.

V Tavom hornom S$tvorci st v prvom riadku ¢isla a a b. Ak by v pravom dolnom Stvorci boli ¢isla ¢
a d v jednom stipci, potom by existovalo policko, ktoré by bolo v rovnakom riadku ako é&sla a a b,
a v rovnakom stipci ako &sla ¢ a d, teda na toto policko by sme nemohli napisat ziadne ¢islo. Preto v
pravom dolnom §tvorci nemézu byt &sla ¢ a d v tom istom stlpci. Ak st &sla ¢ a d v pravom dolnom
Stvorci v roznych stipcoch, prvy riadok mézeme dokonéit jedingm spdsobom — do daného policka
vpiSeme to z &sel ¢ a d, ktoré nie je v prislusnom stipci.

Analogicky, &sla a a b nemozu byt v pravom dolnom &tvorci v jednom stipci. Ak st v réznych
stipcoch, druhy riadok vieme dokonéif jednoznaéne.

Rovnakou tivahou sa vieme dopracovat k tomu, Ze ¢isla b a d ani ¢isla a a ¢ nemdzu byt v pravom
dolnom $tvorci v jednom riadku. Ak su ¢isla b a d (resp. a a ¢) v pravom dolnom Stvorci v roznych
riadkoch, je mozné dokoncif prvy (resp. druhy) stipec jednoznacne.

Otéazka preto znie, kolkymi sposobmi vieme vyplnit pravy dolny Stvorec tak, aby ¢isla ¢ a d (resp. a
a b) neboli v jednom stlpci a ¢isla b a d (resp. a a c) neboli v jednom riadku. T¥chto moznosti je 12,
st vymenované na druhom obrazku.

a b b a a b b a a d b c
d c c d c d d c c b d a
c d d c c d d c c b d a
b a a b a b b a a d b c

Existuje 24 roznych vyplneni lavého horného Stvorca a pre kazdé z nich existuje préave 12 moznosti
ako vyplnit pravy dolny Stvorec tak, aby sa jednoznacne dalo vyplnit celé sudoku. Preto existuje
24 - 12 = 288 rieseni sudoku 4 x 4.

Iné rieSenie Casti a)

Nech v prvom poli¢ku v prvom riadku je ¢islo a (Styri moznosti) a v druhom policku v prvom riadku
je ¢islo b (tri moznosti). Potom na trefom a Stvrtom policku v druhom riadku mozu byt len ¢isla a
a b. V poslednjch dvoch riadkoch nemdzu byt &sla a a b pod sebou, pretoze v kazdom stipci je uz
prave jedno z tychto ¢isel. Preto existuje len 6 réznych rozmiestneni ¢isel a a b v poslednych dvoch
riadkoch sudoku. VSetky moznosti st znazornené na obrazkoch. Kruzok predstavuje jedno z cisel a,

b.

http://seminar.strom.sk



STROM 3 2007/2008

o110
OO0

0|0 0|0 0|0 0|0
O O O O Ol10 O O
O O 010 O O110 O

Ak sa pozrieme na prvé dva obrazky, tak pocet moznosti na ich vyplnenie je 8 (existuji dve moznosti
na dokoncenie Tavych dvoch Stvorcov a 4 moznosti na vyplnenie pravych dvoch Stvorcov). Pocet
moznosti na vyplnenie sudoku na dalsich styroch obrazkoch je 2, pretoze vsetky cisla a a b su
jednoznacne uréené a pri zvysnych ¢islach si mézeme zvolit len poradie ¢isel ¢, d v niektorom Stvorci
2 x 2; ostatné st uz potom jednoznacne urcené. To je spolu 2 -8 + 4 - 2 = 24 moznosti na vyplnenie
vsetkych sudoku, ak méame zadané cisla a a b v prvom a druhom policku v prvom riadku. Pocet
moznosti na vyplnenie tychto miest je 3 -4 = 12, a preto pocet rieseni sudoku bude 12 - 24 = 288.
Riesenie Casti b)

Pri troche $fastia sa dalo najst vhodné zadanie jednoducho sktganim. Ako priklady uvadzame na-
sledovné sudoku. Presvedcte sa sami, ze naozaj maja jediné rieSenie:

4 1 2

RieSenie Casti c)

Tvrdenie dokadzeme sporom. Presnejsie, ukdzeme, zZe ak si1 zadané najviac tri ¢isla a sudoku mé aspon
jedno riesenie, tak ma viac ako jedno riesenie. Predpokladajme, Zze méame sudoku s najviac troma
zadanymi ¢islami, ktoré méa rieSenie. Je zrejmé, Ze sa staci zaoberat takymi sudoku, v ktorych st
zadané prave tri cisla.

Ak st vsetky zadané ¢isla v niektorom zo $tvorcov, vieme doplnit len $tvrté ¢islo v tomto Stvorci a
podla Casti a) mé takéto zadanie 12 rieSeni, ¢o je viac nez 1.

Nech st v niektorom Stvorci zadané dve ¢isla. Ak to ndhodou nie je lavy horny Stvorec, ale niektory
iny, staci takéto sudoku otocif. Preto mozeme bez ujmy na vSeobecnosti predpokladat, ze v Tavom
hornom stvorci st zadané dve ¢isla.

V dalSom nam viackrat pomoze nasledovné pozorovanie: Ak vymenime napriklad prvy a druhy riadok
(alebo prvy a druhy stipec), tak sa pocet rieseni sudoku nezmeni. Je to preto, 7ze takdto vymena
neovplyvni ani jednu z vlastnosti sudoku. Stvorice &isel v kazdom riadku, stipci a §tvorci 2 x 2 ostani
rovnaké, zmeni sa len ich rozmiestnenie. Podobne moZzeme vymenit treti a Stvrty riadok, resp. treti
a §tvrty stlpec.

Ak je tretie zadané ¢islo v susednom $tvorci, ¢ize vSetky tri zadané ¢isla st v prvom a druhom riadku
(alebo v prvom a druhom stlpci), tak vymenou tretieho a tvrtého riadku (resp. stipca) dostaneme
druhé riesenie toho istého zadania, takze takéto zadanie mé aspon dve riesenia.

Ak st dve zadané ¢isla v Tavom hornom Stvorci a tretie zadané ¢islo je v pravom dolnom $tvorci,
na doplnenie lavého horného Stvorca mame dve moznosti (chybaji v riom dve ¢isla). Ak si pozrieme
lepSie zoznam moznosti ako potom vyplnit pravy dolny $tvorec, zbadame, Ze pre kazdd moznost, ako
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v nlom mdze byt zadané tretie ¢islo, existuju prave tri rieSenia. Preto takéto zadanie mé Sest rieSeni,
¢o je viac nez 1.

Ostéva nam vyriesit pripad, Ze tri zadané ¢isla st v troch réznych Stvorcoch. Bez ujmy na vseobecnosti
predpokladajme, Ze ziadne ¢islo nie je zadané v pravom dolnom rohu.

Vhodnou vymenou riadkov a stlpcov sa vieme dostat k situdcii znazornenej na na-
sledovnom obrazku, kde kazdé z policok oznacenych P, az Py je prazdne.

Nech je dané jedno riesenie takéhoto zadania. Na polickach Py, P, P3; a P, nemdzu PP | Ps
byt §tyri rozne &sla (policko v druhom riadku a druhom stlpci by sa nedalo vyplnit).
Takisto tam spolu nemézu byt len dve ¢isla (potom by sa nedalo vyplnit napriklad
policko v prvom riadku a druhom stlpci). Nech na polickach P, a P je to isté ¢islo a a na polickach
P, a Py nejaké dve iné ¢isla b a c. (Ak by neboli, tak sa vieme do takejto situdcie dostat vymenou
tretieho a §tvrtého stipca a/alebo riadku.) Potom na policku Py je uréite ¢islo a. Na policku Ps moze
byt bud b alebo d.

Ak je na policku Py ¢islo b, tak dostaneme aspon dve rieSenia sudoku, pretoze sta¢i vymenit ¢isla na
polickach Py, Py a Py, FPks.

Py | Py

rlpr| R

a c a c
a b SN b a
b a a b

Ak je na policku P ¢islo d, tak na policku P; je urcite ¢islo ¢. Sudoku mé opit aspon dve rieSenia,
druhé dostaneme tak, ze vymenime ¢isla na polickach P3, Py a P, Ps.

a C C a
a d — a d
b c a b a c

Pre vSetky moznosti ako mozu byt zadané tri ¢isla sme dostali, Ze ak takéto zadanie ma nejaké
rieSenie, tak mé aspon dve rieSenia, ¢o bolo treba dokézat.

Iné rieSenie Casti c)

Ukazeme, zZe na to, aby sme jednoznac¢ne urcili rieSenie sudoku, potrebujeme aspon styri ¢isla.
Majme nejaké rieSenie. Nech v prvom riadku v lavom hornom Stvorci st ¢isla a a b. Potom tieto ¢isla
st v druhom riadku v pravom hornom stvorci. Pozrime sa na polohu ¢isel a a b v dolnych Stvorcoch.
Ak st éisla a a b v Tavom aj pravom dolnom $tvorci v tom istom riadku, potom aj ¢isla ¢ a d st
vo vSetkych styroch Stvorcoch v tom istom riadku. Aby sme jednoznacne urcili polohu ¢isel a a b
v lavych dvoch Stvorcoch, musi byt zadané aspon jedno ¢islo a alebo b. Podobne potrebujeme aspon
jedno a alebo b v pravych dvoch §tvorcoch, a po jednom ¢ alebo d v lavych dvoch aj v pravych dvoch
stvorcoch, spolu teda potrebujeme aspon styri ¢isla.

Nech ¢isla a a b v dolnych dvoch $tvorcoch nie st v tom istom riadku. Nemozu byt v jednom Stvorci
v tom istom stlpci, pretoze v kazdom stlpci uz je jedno a alebo b. Preto st v dolnjch §tvorcoch ¢isla
a a b v diagonélnej vzajomnej polohe. Nech v druhom riadku Tavého horného Stvorca st ¢isla ¢ a d.
Je zrejmé, 7e ¢isla a a c s v tom istom (prvom) stipci v lavom hornom $tvorci a st v tom istom
(druhom) stlpci aj v Tavom dolnom $tvorci. Ak4 je vzdjomna poloha ¢isel a a ¢ v pravom dolnom
Stvorci? Cisla a a ¢ nemdzu byt v tom istom riadku, pretoze v trefom aj v §tvrtom riadku uz je jedno
z Cisel a a ¢. Nemozu sa ani dotykat rohom, pretoze oproti ¢islu a je urcite ¢islo b. Preto su ¢isla a
a ¢ v pravom dolnom Stvorci v tom istom stipci, a teda s v tom istom stipci aj v pravom hornom
stvorci. Ak mé byt jednozna¢ne dané poloha ¢isel a a ¢ v hornych (dolnych) dvoch Stvorcoch, musi
v nich byt zadané aspon jedno a alebo c¢. Rovnako pre ¢isla b a d musia byt zadané aspori dve ¢isla,
spolu teda potrebujeme aspon styri ¢isla.
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Komentdr:

Cast a) nebola az taka jednoduchd, ako sa na prvy pohlad mohlo zdaf. Svedéi o tom velky pocet
nespravnych rieseni. NajcastejSie spomedzi chybnych rieseni bolo nasledovné:

LCavy horny $tvorec mdzeme vyplnit 4-3-2-1 spdsobmi. Prvy riadok sa da dokon¢it dvoma spdsobmi,
druhy riadok takisto dvoma, prvy stipec dvoma, druhy stipec dvoma, potom v pravom dolnom $tvorci
uz nemame nikde na vyber, pocet vSetkych rieseni je preto 4! -4 -4 = 384.

Zakladny problém tohoto rieSenia je v tom, Ze nie pre vietky moznosti sa d4 pokracovat vo vypliiani
sudoku, pozri vzorové rieSenie. Takisto nie je pravda, Ze pre kazd( z moznosti ako vyplnit niektoré
policka je pocet moznosti ako dovypliiaf ostatné policka rovnaky. Za takéto riesenie sme udelovali 2
zo 4 moznych bodov za tuto ¢ast tlohy.

Cast b) nerobila vobec Ziadne problémy. Dali sa za tiu ziskat (v podstate zadarmo) 2 body.

Cast c) bola neprijemna v tom, 7e si bolo treba sakra dévat pozor na to, aby ste v zozname vyme-
novanych moznosti na nieco nezabudli. A to sa stalo osudnym v podstate kazdému. Ak si precitate
vzorové rieSenie, najdete v fiom niekolko zlepsovakov, ako obist zdlhavé rozoberanie vietkych moz-
nosti pomocou rozli¢nych tvah. Kazda z tychto tivah by sa nakoniec dala sformulovat ako ,bez ujmy
na vseobecnosti nech je to takto®. Slovné spojenie ,,bez ujmy na vSseobecnosti“ znamena, ze vyriesime
jeden konkrétny pripad a vsetky ostatné pripady sa bud daja previest na tento, alebo vyriesit tplne
rovnako. Ak to nie je uplne zjavné, treba v takychto pripadoch vzdy vysvetlit ako previest ostatné
pripady na ten jeden konkrétny, pripadne aspon naznacit, ako sa vyrieSia ostatné pripady, v ¢om
(a ¢i vobec) sa rieSenie bude lisit a podobne.

2. a) Jozko si raz dlha chvilu v skole kratil tym, Ze sa snazil vyplnit tabulku 5 x 5 Stvorcekov
takymito ttvarmi:

(pri¢om ich mohol Tubovolne otocit alebo prevratit, nesmeli sa vSak prekryvat). Okamzite prisiel
na to, ze sa mu minimélne 1 policko musi zvysit. Nie vzdy to vSak bolo to isté policko. Viete
Jozkovi povedat, ktoré policka to mozu byt?

b) Ferko si v§imol Jozkovu zabavku a hned ju zacal riesit. Kedze sa mu Jozkova tloha zdala prilis
lahka, tak on si zobral Tubovolnt tabulku n x n Stvoréekov. Kolko poli¢ok sa najmenej Ferkovi
zvysi? Ktoré policka to mozu byt?

Svoje tvrdenia nezabudnite poriadne zdévodnit.

Opravoval: Marek Dernar Pocdet riesitelov: 26
RieSenie:

a) Po chvilke skiiSania mozeme prist na to, Ze volné policko sa moze nachadzat na
[ubovolnom mieste ozna¢enom krizikom:

Takze mame 13 roznych pozicii, o ktorych musime dokazat, Ze naozaj mozu ostat
neobsadené. Vzhladom na symetriu obrazku nam staci nakreslit umiestnenie utvarov
iba pre 4 z tychto pozicii. (Pokial by sme si tito symetriu neuvedomili, tak musime
nakreslit 13 roznych obrazkov. Komu by sa to chcelo?) Pre kazda z nich vSak uz musime nacrtnat
priklad vypliiania:

X
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Vidime, Ze ked budeme tieto obrazky postupne otacat, tak sa volné policko naozaj dostane do kazdej
z pozicii uvedenej na prvom obrazku.

Ostéva nam este dokazaf, Ze ziadne dalsie policko prazdne zostaf neméze. Kedze pri vypliani mame
k dispozicii az dva rdzne tvary utvarov, tak vypisovanie vSetkych moznosti by bolo privelmi pracné,
nehladiac na to, ze by sme Tahko mohli niektorit moznost zabudnut. Preto by sa hodilo najst nejaky
Tahsi sposob dokazu. Skusenejsi riesitelia uz vedia, Ze cestou k tspechu pri podobnych tlohach je
vhodné ofarbenie tabulky. Skiisme si tuto tabulku ofarbit ako Sachovnicu. Policka oznacené krizikom
budi ¢erne a ostatné buda biele. Potom kazdy z tGtvarov, ktorymi tato tabulku vypliiame, zaberie
2 biele a 2 ¢ierne policka. Kedze mame dokopy 13 ¢Giernych a 12 bielych policok, tak pokial sa ndm
zvy$i iba jedno policko, musi byt ¢ierne. Tym padom sme tvrdenie dokazali.

b) V tejto casti ulohy méame v podstate zistenia z ¢asti a) zovSeobecnit pre lubovolnu tabulku n x n.
Mnohi z vés zacali ihned skiimaf zvySok po deleni é&isla n? é&islom 4, kedZe obsah kazdého z tych
utvarov je 4 Stvorceky. Takto zistili, Ze lohu treba riesit zvlast pre n parne a pre n neparne. LepSie
je ale najprv tlohu vyriesit pre niekolko prvych hodnot ¢isla n:

- ak n = 1, potom do tabulky nevieme umiestnif ani jeden z Gtvarov, ¢ize nam zvysi 1 policko.

- ak n = 2, potom opit nevieme umiestit ani jeden z Gtvarov, ¢ize ndm zvysia 4 policka.
- ak n = 3, potom nam zvysi najmenej jedno policko, a mdze nim byt iba to stredové:
(sktste zddvodnit, preco ziadne iné policko prazdne zostat nemoze)

- ak n = 4, tak vieme vyplnit Gplne celt tabulku napriklad ako na obréazku:

- pre n = 5 sme tulohu vyriesili v ¢asti a).

- pre n = 6 vieme opit celu tabulku vypnit, napriklad:

- pre n = 7 nam zvysi miniméalne 1 policko, a to na podobnych miestach ako pre n = 5:

Z tychto zisteni ndm uz nerobi problém zostavit si hypotézu, Ze pre n parne nam nezvysi ani jedno
policko a pre m neparne zvySuje minindlne 1 na pozicidch podobnych ako v Casti a). Samozrejme
nesmieme zabudnif spomentf Specidlne pripady n = 1, n = 2 a n = 3. (VdcSina z vas na tieto
pripady tplne zabudla, kedZe ste si prvé moznosti nevypisali.)

Podme najprv tuto hypotézu dokézat pre n péarne:
Potrebujeme ukazat, ze lubovolné tabulka n x n (n parne, n > 4) sa d4 vyplnit tvarmi zo zadania.
Pre n = 4 sa nam to podarilo vyplnit.

Majme teraz tabulku nxn (n > 4), ktort vieme danymi utvarmi
vyplnit. Pridajme na spodok 2 riadky a k jej pravému okraju 2
stipce. Teraz sa pozrime na to, ¢ tieto dva pridané riadky a
stipce vieme vyplnif. Na to nAm viak staci ukazat vypliianie pre
nasledujtce 2 Casti z obrazku:

Zvysok tychto riadkov (stlpcov) mézeme doplnif pomocou titva-
rov 1 x 4. Tym sme vSak matematickou indukciou nasu hypotézu dokazali.

Mohli sme taktiez vyuzif to, Ze tvrdenie mame ukézané pre 4 x 4 aj pre 6 x 6, a potom dokazovat,
ze to plati aj pre (n+4) x (n +4).

Podme sa teraz blizsie pozriet na n nepéarne:
Nasa hypotéza hovori, Ze pre n neparne (n > 5) sa ndm zvysi miniméalne 1 Stvorcek, ktory sa moze
nachédzat na podobnych pozicidch ako pre n = 5. Menej $tvoréekov sa ndm zvysit zrejme nemoze,
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kedZe pre n nepérne ¢islo n? nie je delitelné 4. Po rovnakom zafarbeni tabulky ako v ¢asti a) a pouziti
rovnakej tvahy dostavame, ze zvy$né policko naozaj moze zostat iba na nami uvazovanej pozicii.

Ostéava nam uz iba ukézat, Ze zistené pozicie naozaj mozu
ostat neobsadené. Podme to dokézat podobne ako pre n
parne. TakZe pre n = 5 sme ukézali v Casti a), ze tvrdenie
plati. Majme teraz tabulku n x n (n > 5), pre ktort tvr-
denie plati. Pridajme na spodok 2 riadky a k jej pravému
okraju 2 stlpce. Opif sa pozrime na to, & tieto dva pri-
dané riadky a stlpce vieme vyplnif. Na to ndm vSak staci
ukazaf vypliianie pre nasledujice ¢asti z obrazka.

Zvysok tychto riadkov (stipcov) méZeme doplnit pomocou titvarov 1 x 4. Takze
sme tabulku (n + 2) x (n + 2) dokazali vyplnit tak, ze sa ndm zvysilo iba 1
policko. Napriklad: (nasledujuci obrazok ukazuje prechod z 5 x 5 na 7 x 7)
Vidime, Ze ked budeme tento obrazok otacat (podobne ako v Casti a)), tak sa
nam volne policko dostane do kazdej nami opisanej pozicie. Tym sme vSak nasu
hypotézu opit matematickou indukciou dokézali.

3. a) Palko si do zoSita piSe postupnosti ¢isel. Zacne celym ¢islom 0, a potom k nemu pripocita
nejaké prirodzené ¢islo a. Potom znova pripocita a, a znova, a znova. Palkova postupnost teda
vyzera takto: 0, a, 2a, 3a, 4a, . . .

Jozko si zvolil prirodzené ¢islo b a do zoSita si zacal pisat zvysky Palkovych ¢isel po deleni ¢islom
b (presne v tom istom poradi, v akom mal napisané ¢isla Palko). Ukazte, Ze bez ohladu na to,
aké ¢isla si chlapci zvolia, bude od istého miesta Jozkova postupnost obsahovat presne tie isté
Cisla, ako na zaciatku (teda je periodickd).

b) Aj Samko si zacal pisat do zoSita ¢isla, ale namiesto s¢itania nasobi a namiesto nuly zacina
jednotkou. Takze jeho postupnost vyzera takto: 1,a,a?, a?,. ..

Mirko si mysli, Ze ked si zvoli hocijaké prirodzené ¢islo b, zaén sa zvysky Samkovych Cisel po
deleni ¢islom b tiez od istého miesta opakovat. Ma Mirko pravdu?

c) Pani ucitelka si v§imla hru chlapcov a povedala: ,Nech P(z) je Iubovolny polyném s celo¢i-
selnymi koeficientami. Vytvorme postupnost ¢isel

Co viete o takejto postupnosti povedat?“ Dezko si hned vsimol, Ze nech si zvoli hocijaké priro-
dzené cislo b, zvysky jednotlivych ¢lenov tejto postupnosti po deleni ¢islom b tvoria periodicka
postupnost. Dokazte, ze Dezko mé pravdu.

Opravoval: Feri Kardos a Vlado ,,Droopy“ Novak Podet riesitelov: 27
Riesenie:

a) Oznacme {p,}°°; postupnost Palkovych ¢isel a {j,}>2; postupnost Jozkovych ¢isel. Zo zadania
vieme, ze kazdy ¢len Palkovej postupnosti dostaneme tak, Ze k predchadzajicemu ¢lenu pripocitame
¢islo a, takZe je to vlastne postupnost nasobkov ¢isla a. Pre k-ty ¢len tejto postupnosti plati pp =
(k — 1)a; k € N. (Je to teda Specidlny pripad aritmetickej postupnosti.)

Jozkova postupnost obsahuje zvysky ¢isel p, po deleni ¢islom b. Plati j; = 0, pretoze p; = 0 a ¢islo
0 déava zvysok 0 po deleni akymkolvek ¢islom b.

Aby sme ukéazali, Ze postupnost Jozkovych ¢isel je periodickd, je potrebné ukazat, Ze sa v nej ur-
Cite zopakuje prvy clen (Cislo 0) a ukazat, Ze nasledujtce ¢leny budi rovnaké ako tie na zaciatku
postupnosti.

Ukézme najprv, ze v Jozkovej postupnosti sa ¢islo 0 urcite zopakuje. Kedze tato postupnost obsahuje
¢isla tvaru 0, a, 2a, 3a, . . ., ur¢ite sa v nej vyskytne élen b - a. Cislo ppi1 = b - a je oéividne delitelné
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¢islom b, a preto j,11 = 0. Dokonca pre vSetky ¢isla tvaru I-b-a (I € N) budu prislusné ¢leny Jozkovej
postupnosti rovné nule.

To este ani zdaleka nepostac¢uje na ukoncéenie dokazu. Teraz je potrebné overit, Ze sa aj vSetky ostatné
¢leny v Jozkovej zvyskovej postupnosti opakujiu. Ukazeme, Ze ¢len tvaru (kb + z) - a déva taky isty
zvysSok po deleni ¢islom b ako ¢len z - a. Inymi slovami, zvysSok, ktory dava ¢islo [ - @ po deleni ¢islom
b zavisi len od zvysku, ktory dava ¢islo [ po deleni ¢islom b.

Dve ¢isla davaji rovnaky zvysok po deleni ¢islom b prave vtedy, ked ich rozdiel je delitelny ¢islom b.
Rozdiel ¢isel (kb+z)-a a z-a je

(kb+2)-a —z-a =kb-a =ka-b,

takze je delitelny ¢islom b. Z toho uz potom vyplyva, ze v Jozkovej postupnosti sa bude periodicky
opakovat prvych (najviac) b zvyskov.
Pozn.: Najmensia periéda Jozkovej postupnosti nemusi byt uréend clenom b - a, aj ked na dokaz
periodicity postacuje. Najmensia periéda je uréené ¢lenom n(a,b) (najmensi spoloény nasobok ¢isel
a, b). (Rozmyslite si to poriadne!)
b) Oznacme {s,}>2 ; postupnost Samkovych ¢isel a {m,, }5°, postupnost Mirkovych éisel. Zo zadania
vieme, ze kazdy ¢len Samkovej postupnosti dostaneme tak, ze predchadzajuici ¢len vynasobime ¢islom
a, takze je to vlastne postupnost mocnin ¢&sla a. Pre k-ty ¢len tejto postupnosti plati s, = a1
k € N. (Je to teda Specialny pripad geometrickej postupnosti.)
Mirkova postupnost obsahuje zvysky ¢isel s, po deleni ¢islom b. Na rozdiel od casti a) Mirkova
postupnost nemusi byt periodickd od zaciatku. Aby sme dokéazali, Ze postupnost Mirkovych ¢isel sa
od istého miesta zacne opakovat, staci ukdzat dve veci: Najprv overime, ¢i sa niektory ¢len v Mirkovej
postupnosti musi zopakovat. Potom si uvedomime, Ze hodnota nasledujiceho ¢lena zavisi len od
hodnoty ¢lena predchazajiceho, takze akonahle sa niekde vyskytni dve rovnaké cisla, povedzme
m; = m,;, tak aj ¢isla m; ;1 a m;;; musia byt rovnaké, a myslienku moézeme pouzit znova. Pre kazdé
n € N bude teda platit m; , = m;i,.
Mirkova postupnost obsahuje zvysky ¢isel s, po deleni ¢islom b, jej ¢leny preto mozu nadobudat len
hodnoty 0,1,2,...,b — 1. Tychto hodndt je len konecne vela a Mirkova postupnost je nekonecna,
preto sa nemdzZe stat, Ze by sa ziaden ¢len nezopakoval. Presnejsie, podla Dirichletovho principu
medzi prvymi b 4+ 1 ¢lenmi Mirkovej postupnosti urcite existuju aspon dva rovnaké. Povedzme, ze
tieto zvysky s m; =m; = z (i < j a 0 < z < b). Potom prislichajice ¢leny Samkovej postupnosti
su ¢isla tvaru

Si:ll'b+2 a SJ‘:lg'b—FZ kdell,ZQEN.

Ich nasledovnici po vynasobeni a majua tvar
Sig1=8;-a =aly-b+az a Sj41=8j-a =aly - b+ az.

Tieto ¢isla davaju rovnaky zvySok po deleni ¢&islom b, pretoze ich rozdiel (I — l3)ab je ocividne
delitelny ¢islom b. Preto m; 1 = m;;;1. Pouzitim tej istej myslienky dostdvame, ze m;y, = m;i, pre
kazdé n € N, ¢o bolo treba dokazat.

In€ riesenie. Podobne ako v prvom rieseni si uvedomime, ze pocet moznych hodnét v Mirkovej
postupnosti je len koneény, preto sa niekde musi zopakovat ¢islo, ktoré sa v tejto postupnosti uz
vyskytlo niekde predtym. Na to, aby sme ukézali, Ze postupnost je od tohto miesta periodické, staci
ukézat, ze hodnota ¢lena m;,, zavisi len od ¢isla m; a nie je zavisla od presnej hodnoty ¢isla s;. A to
je jednoduché: Ak s; = Ib+ m;, tak

Siv1 = (lb+my)a=al-b+m;-a,

a teda hodnotu m;,; vieme vypocitat tak, Ze zistime, aky zvySok dava ¢islo m; - a po deleni ¢islom b.
Pozn.: Mirkova postupnost nemusi byt nutne periodickd uz od zaciatku. Napriklad ak ¢isla a a b st
sudelitelné, prvy ¢len s; = m; = 1 sa v postupnosti zvysSkov uz nikdy nemoze zopakovat. Dokonca
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ak ¢islo b vo svojom rozklade na stcin prvocisel obsahuje len prvocisla, ktoré st aj delitele cisla a,
zvySkova postupnost obsahuje od istého miesta len samé nuly.

c) V tejto Casti tlohy vystupuje akysi vSeobecny polyném a v postupnosti sa navySe meni zaklad aj
exponent. Nech

P(z) = a,z™ + 12" 4 asr? + a1x +ag, kden € N an, an_1,...,a2,a1,a0 € Z, an £ 0.

Pred tym, ako sa vrhneme na postupnost pani ucitelky

skiimajme najprv postupnost

P(1),P(2),...,P(n),...

Podobne ako v ¢asti a) ukdZzeme, Ze tato postupnost je periodicka s periédou b. Aky zvySok dava ¢islo
P(b+ 1) po deleni ¢islom b? Po vyskasani niekolkych konkrétnych polynémov by sme mali objavit,
ze dava rovnaky zvySok ako ¢islo P(1). A naozaj, ak pre kazdy ¢len polynému sikovne pouzijeme
vzorec

An_Bn — (A_B)(Anfl_'_AanB_'__'_ABn72_'_Bn71)
pre ¢isla A =b+ 1 a B =1, dostavame, Ze rozdiel ¢isel P(b+ 1) a P(1) je rovny

Pb+1)—P(1) = (an(b+ )"+ ap1(b+ 1"+ +ai(b+1) +ag)—
—(an-1"+an_11"_1+---+a1-1+a0) =
=a,(b+1)" =1+ ap 1 (b+ )" =1" + b a(b+1—1)+ap(l—1) =
=a, b (b+1)" "4+ 1) +ap1-b-(O+1)" ?+-+ 1)+ Fa b=
=blan (b+1)" 4 ) Fan (B+D)" 24 1)+ da],

takze je delitelny ¢islom b.

Podobne sa déa ukazat, ze ¢islo P(b+ 2) dava po deleni ¢islom b rovnaky zvysok ako ¢islo P(2), atd.
Iny sposob ako sa dopracovat k tomu istému vysledku je pouzit tvrdenie, Ze ak P(zx) je polyném
s celoCiselnymi koeficientami, tak pre lubovolné k, [ € Z, k # [ plati

(k=0 [ (P(k) = P(1)).

Potom ak rozdiel ¢isel k a [ je delitelny ¢islom b, tak aj rozdiel ¢isel P(k) a P(l) je delitelny ¢islom
b. Z toho dostavame, ze ¢isla P(kb + z) a P(z) davaju rovnaky zvySok po deleni ¢islom b, a teda
postupnost zvyskov ¢isel P(1), P(2),... po deleni ¢islom b je periodickd s periédou b.

Teraz sa vratime k povodnej postupnosti. Na zéklade naSich zisteni mozeme povedat, ze ¢isla

P()Y, P22, ..., P(b)°, P(b+ 1), P(b+2)""2, ..., P(kb+ 2)*= ...
davaja rovnaké zvysky po deleni ¢islom b ako cisla
P(1)Y, P(2)2,...,P(b)’, P(1)", P(2)"2 . P(2)F=, ...

Neurobili sme ni¢ iné, ako nahradili kazdé cislo tvaru P(kb + z) ¢islom P(z). (Rozmyslite si to
poriadne!)

Mbzeme si vSimnut, Ze v tejto postupnosti exponenty rasti, ale zdklady sa periodicky opakuju. Tato
postupnost sa preto sklada z b podpostupnosti, kazda z nich obsahuje mocniny toho istého ¢isla.
Rozlozme preto nasu postupnost na jednotlivé podpostupnosti podla zadkladu mocnin.

Prva vybrané podpostupnost je postupnost ¢isel

P(1)!, P(1)"*, P(L)*+, P()™ . P,
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Kazdy dalsi ¢len tejto podpostupnosti vieme dostat tak, ze predchadzajuci ¢len vynasobime ¢islom
P(1)°. Ak nas zaujimajt len zvysky tychto &isel po deleni ¢islom b, tak mézeme urobit rovnaki ivahu
ako v druhom rieseni ¢asti b): Moznych zvyskov po deleni ¢islom b je len koneéne vela, a kedze zvySok
nasledujuceho ¢lena zavisi len od zvysku predchadzajtceho, od istého miesta sa ¢leny musia zacat
periodicky opakovat.

Rovnako moézeme postupovat pre vSetky ostatné vybrané podpodstupnosti. Pre podpostupnost ¢isel
tvaru P(2)%**+* dostaneme, Ze ich zvysky po deleni ¢islom b sa od istého miesta za¢nt opakovat s peri-
6dou p,. Kedze tych vybranych postupnosti je len konecne vela, od istého miesta sa budi musiet zacat
opakovat zvysky po deleni ¢islom b v kazdej z nich. Kazd4 z vybranych podpostupnosti bude mat
nejaki periddu p,. AvSak, tieto periédy zvyskov vybranych podpostupnosti nemusia byt rovnaké. Za
periédu zvyskov celej postupnosti mdézeme zobratf najmensi spolo¢ny nasobok n(po, p1, P2, - -, Pp—1)
vsetkych peridd zvyskov vybranych podpostupnosti.

Tym sme ukazali, Ze zvysky po deleni ¢islom b ¢lenov postupnosti P(n)™ sa za¢na od istého miesta
periodicky opakovat.

Pozn. Postupnost zvySkov sa nemusi zacaf opakovat uz od zaciatku, ¢o si mdzeme ilustrovat na
priklade postupnosti: P(r) = 222 —x + 1 a b = 4 a mnohych dalsich.

Odpoved: Dezko mé pravdu, ak pojem ,periodickd postupnost“ chapeme tak, Ze jej ¢leny sa od
istého miesta zacni opakovat (t.j. je od istého miesta periodickd). Dezko nemé pravdu, ak pojem
,periodickd postupnost® chapeme tak, Ze jej ¢leny sa musia opakovat uz od zaciatku.

Komentdr: Cast a) si vyzadovala najmi dokladné precitanie zadania. Ak ste si nasledne uvedomili,
ze treba zistif, kde sa zopakuje nula a overit opakovanie aj nasledovnikov, tak ste tlohu vyriesili
povicsine zdarne. Cast b) bola naro¢nejsia a prave ta si vyzadovala uvedomenie si hlavnych myslie-
nok tejto tlohy, a to: pocet moznych roéznych zvyskov je ohraniceny; vztah rekurentnosti, zvyskov a
opakovania sa uréitej ¢asti az od istého miesta. Skoda, Ze ste ¢asto zabudali na detaily, ktoré vam
znemoznili iplne dotiahnutie rieSenia. Cast c) si vyzadovala nielen vyuzitie poznatkov z predchadza-
jacich mozZnosti, ale aj isti davku trpezlivosti. Preto sme udelovali za a) 2 body, za b) 4 body a za c) 3
body. Do budticnosti by ste si mali davat pozor na prirychle zavery, ktoré vas ¢asto pripravili o body.
Na druhej strane nasli sa aj velmi pekné riesenia, v ktorych bolo viditelné hranie sa s prikladom. =)
Najlepsi riesitelia: Radomir Bosak, Matus Stehlik.

4. Nech ABC' je ostrouhly trojuholnik s priese¢nikom vysok V.
a) Ozna¢me V,, Vj, V. po poradi obrazy priesecnika vysok v osovych simernostiach podla stran
BC, CA, AB. Dokazte, ze body V,, V4, V. lezia na kruznici opisanej trojuholniku ABC.
b) Oznaéme U,, Uy, U, po poradi obrazy prieseénika vySok v stredovych simernostiach podla
stredov stran BC', C'A, AB. Dokazte, ze body U,, U,, U, lezia na kruZnici, ktorej polomer je
rovnaky ako polomer kruznice opisanej trojuholniku ABC.
¢) Ozna¢me U,, U,, U, po poradi obrazy priesecnika vysok v stredovych stimernostiach podla
stredov stran BC', C'A, AB. Dokazte, ze trojuholniky U,U,U. a ABC st zhodné.

Opravoval: Rasto Olhava Podet riesitelov: 14
Riesenie:

a) Ozna¢me D, E, F pity vysok spustenych z vrcholov A, B, C' v trojuholniku ABC. Kedze V,
je obrazom V v osovej sumernosti podla priamky BC, body V,, D, V', A leZia na jednej priamke.
Trojuholnik BV D sa v osovej simernosti podla priamky BC' zobrazi na trojuholnik BV, D, a teda
tieto trojuholniky st zhodné, pretoze osova stimernost je zhodné zobrazenie.
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Odtial méme | BV, D| = | BV D|. Ozna¢me velkost tychto
uhlov 7. Uhol AV E je vrcholovy s uhlom BV D, a teda
|QAVE| = |9 BVD| = 7. Dalej |3 EAV| = 90° — 7, pre-
toze sucet uhlov v trojuholniku AEV je 180° a uhol AEV
je pravy. Oznac¢me | CV,D| = 1. Potom analogicky dosta-
neme, ze |J FAV| =90°—¢. Kedze |4 FAE| = |4 BAC| =
180° — ¢ — 7 a [ CV,B| = ¢ + 7, ich sucet je 180°. Pouzi-
jeme vedomost, Ze $tvoruholnik je tetivovy prave vtedy, ak
sucet jeho protilahlych vnutornych uhlov je 180° a vidime,
ze Stvoruholnik ABV,C tetivovy je. Preto bod V, lezi na
kruznici opisanej trojuholniku ABC'. Podobne ukazeme, ze
na nej lezia aj body V3, V..

v,

-~

Dokazeme dokonca silnejsie tvrdenie. Ukazeme, ze body
Ua, Uy, U, lezia priamo na kruznici opisanej trojuholniku
ABC'. Vsimnime si stvoruholnik C'V BU,,. Jeho uhlopriecky
sa rozpoluju, pretoze bod S, je ich spoloénym stredom.
Z toho vyplyva, ze stvoruholnik C'VBU, je rovnobeznik
a |gBU,C| = |9CVB|. Z casti a) vieme, ze |JCVB| =
|9 CV,B| = 7 + 1. Dostéavame, ze |4 BU,C| = ¢ + 7, a
teda Stvoruholnik ABU,C' je tetivovy, pretoze | BU,C| +
|9 CAB| = 180°. Potom uZ podobne ako v ¢asti a) bod U,
lezi na kruznici opisanej trojuholniku ABC'.

Komentdr:

Ahojte. Uloha nie je tazka. Cast a) sa d4 vyriesit viacerymi
sposobmi, pricom vSetky si viac-menej priamociare. Staci
si nakreslit pekny obrazok a uz len hladat podobné troju-

c¢) Ozna¢me S,, Sy, S. po poradi stredy stran BC, AC, AB.
Usecka 5,5, je strednd priecka v trojuholniku ABC' prisla-
chajtca strane AB. Dalej, S,S, je stredna priecka v troju-
holniku VU,U, prislichajica strane U,U,, pretoze zo zadania
vieme, ze S, Sy, st po poradi stredy tseciek VU, a VU,. Kedze
strednéd priecka ma poloviéni velkost prislichajicej strany,
mame |[AB| = 25,5 = |U,U,|. Analogicky dokazeme,
ze |BC| = |UU.| a |AC| = |U,U,|, ¢ize trojuholniky ABC
a U,U,U,. st zhodné, pretoze maji rovnako velké strany.

b) Z c) vieme, Ze trojuholniky ABC a U,U,U, st zhodné. To je
dostato¢ny dovod na to, aby kruznice im opisané mali rovnaky
polomer. Pre nézornost si eSte ukdzme ako vyriesit ¢ast b) bez
pouzitia zhodnosti trojuholnikov U,U,U. a ABC.

holniky, rovnobezky, Talesove kruznice, dvojice obvodovych a stredovych uhlov a podobne. Cast b)
bola zadarmo, pretoze je priamym dosledkom casti c) a t4 sa zas da jednoducho vyriesit pomocou
strednych priecok. A preto za Cast a) ste mohli ziskat 5 bodov a zvys$né 4 body som rozdeloval za b)

a c¢) dokopy.
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Poradie po 1. sérii Letného semestra 32. ro¢nika
P. | Meno a priezvisko Trieda Skola 1. 2. 3. 4. |H|CS
1. Ladislav Baco 2. A GPostKE | 7 9 8 9| 2| 42
2. Martin Polacko Septima A | GAIlgjKE |4 9 7 9]0 36
3. Jakub Kory 4. B GMudrPO | 6 6 8 9| 1] 35
4. Jakub Varo 3.D GMudrPO |5 9 5 9|0 33
D. Filip Sladek Sexta B GMierNO |8 6 4 7| 2] 32
6. Radomir Bosak 3.B GGrosBA |7 8 6 - | 1|27
7. Jana Baranova Sexta GAlgjKE |5 5 3 4 10| 22
8. Jakub Jursa Septima A | GAlejKE |6 3 - 9| 1] 21
8. Monika Valkova Sexta GAlejJKE |6 7 2 - |0] 21
8. Monika Zlaczka 1. A GPostKE |7 6 1 0|0 21
11. Eduard Eiben 3. A GPostKE | 8 3 6 0] 20
12. Tomas Rizman Septima B | GVarsZA |4 5 6 - |0 19
12. Matus Stehlik Kvinta GAIgjKE |3 4 6 - |1]19
14. | Miroslav Lis¢insky | Septima B | GAlejKE |4 4 5 - | 0| 17
14. Jana Saskova Septima | GImajTN |4 4 - 5|0 | 17
14. Igor Kossaczky 3.B GGrosBA |6 3 5 - |0 17
17. Viktor Popovic¢ Sexta GMudrPO |5 5 1 - 0| 16
17. Jozef Lami 9. A ZNov2KE |3 3 5 - |01 16
19. Peter Milosovic¢ 1. A GPostKE |6 - 2 - ]0| 14
19. | Alzbeta Bohinikova | Kvinta B | GVarsZA |4 0 2 4|0 14
19. Lucia Fabisikova 3. E GPostKE |3 5 - 3|0 | 14
22. | Andrea Gorcsosova Sexta GAlgjKE |4 4 1 - ]0| 13
23. | Michaela Floridanova Sexta GGrosBA | - 5 3 1[0 12
23. | Zuzana Coculova 2. A GPostKE |3 1 0 5|0 12
25. Tomas Babej 1. A GPostKE |4 1 2 - |0 11
26. Michal Petrucha 4. AF GMetoBA [ 2 - 2 4|0 10
26. Tomas Kuzma Septima A | GAlejJKE |4 - 6 - | 0] 10
28. | Milica Fabisikova 3. E GPostKE |2 4 - - [0 | 6
28. Daniel Till 9. A ZAngeKE |2 2 0 -0 6
28. Juraj Mitro Sexta A | GMudrPO | - - 6 - |0 6
31. | Katarina Révészova 1. A GPostKE | - - 2 -0 4

Za podporu a spolupriacu dakujeme

e Jednote slovenskych matematikov a fyzikov, pobocka Kosice
e Prirodovedeckej fakulte UPJS v Kosiciach
e Copycentrum Pergamon s. r. o.
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