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STROM

Korespondenény matematicky seminar

Cau Stromaci!

Ako to uz zvykom byva, zacina sa Skolsky rok a vy v rukédch drzite novi
sériu Stromu. A ako to uz zvykom byva, vzdy tu ndjdete ivod plny povzbu-
divych slov, srde¢nych priani, konstatovania a zopar postrehov o tom, aké
boli prazdniny skvelé, ale zaroven prilis kratke. Ako ste si urcite uzili, ale
zaroven sa uz tesite na novy skolsky rok. Ako ste navstivili zaujimavé mi-
esta, ale zaroven sa radi vraciate na tie zname. Ako ste zrejme precitali
mnozstvo knih, ale zdroven zopér eSte ¢akd na policke. Ako ste nachytali
letny bronz, ale zaroven uz stihol vybledntt. Ale aj o tom, ako sa uz tesime
na vés a vase riesenia. A aby nebolo vsetko az tak tradi¢né, az tak predvi-
datelné, ¢i az tak zrejmé, dnes vads nebudeme chlacholit my, ale rovno velky
pan Einstein: ,Netrapte sa nad svojimi problémami s matematikou, mozem
Vas uistit, ze tie moje s este vacsie
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Vasi STROMisti

Co je semindr STROM?

Seminar STROM (Stitaz Talentovanych Riesitelov Oblubujiicich Matematiku), organizovany Zdruzenim STROM, je
pokracovatelom najstarej sitaze svojho druhu v byvalom Cesko-Slovensku, ktord vznikla pod nidzvom Korespondenény
matematicky seminar v roku 1976 v Kosiciach. Tento seminér je bezplatny a je urceny najmé pre ziakov strednych skol,
no zapojit sa moézu aj mladsi. Kazdy skolsky rok cakaju na riesitelov dva semestre, v ktorych dostant zadania dvoch sérii
prikladov.

Ti najlepsi riesitelia sa potom dostant na tyzdnové stustredenie a zaziju vela zdbavy. Sustredenia na konci semestrov maja
byt pre ziakov odmenou a zaroven motivaciou pre pokracovanie a zlepsovanie sa v rieseni matematickych seminarov.
Samotna korespondencnd cast je v priebehu roka doplnovana roznymi akciami. Kazdoro¢ne organizujeme Matboj, matem-
aticka sutaz pre druzstva, ale aj zabavné hry, vylety alebo Sportové stretnutia. Nasim cielom je ukazat ziakom krasu
matematiky, niekedy aj netradicnym a hravym sposobom. Preto dufame, Ze na$ seminar a s nim spojené akcie si ndjdu
svojich stalych nadsencov v radoch ziakov, ale aj podporovatelov v radoch ucitelov.

Kosicky Matboj

Uz 14. roc¢nik tejto sttaze sa uskutoéni 24. oktébra 2014 v CVC Domino v Kosiciach. Instrukcie k prihlasovaniu na tiito
stutaz budu rozposlané na skoly v druhej polovici septembra. Ak ste o sutazi doposial nepoculi a radi by ste sa dozvedeli
viac, zavitajte na http://seminar.strom.sk/matboj/.

Matematicky kruzok

Aj v skolskom roku 2014/2015 sa na Prirodovedeckej fakulte UPJ S v Kogiciach na Jesennej 5 bude konat v pripade dosta-
toéného zaujmu kazdy tyzden matematicky kruzok, ktory bude zamerany hlavne na pripravu na Matematickt olympidadu
v kategoriach A, B a C.

Kriuzku sa moze zicastnit ktorykolvek stredoskoldk (ale i Sikovny zdkladoskoldk), ktory sa chce venovat Matematickej
olympidde. Ak més o krizok zdujem, vyplii anketu na stranke krajskej komisie MO: umv.science.upjs.sk/mo.
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Pokyny pre riesitelov

Seminar je urceny pre ziakov prvého az stvrtého roc¢nika strednych skol a prislusnych tried osemroc¢nych a bilingvalnych
gymnazii. Zapojif sa moézu aj ziaci nizsich ro¢nikov; v sitazi maji rovnaké podmienky a vyhody ako prvaci. STROM je
sutaz jednotlivcov.

Ulohy rieste zdsadne samostatne, neodpisujte, v rieseniach vysvetlujte cely svoj myslienkovy postup ako v Matematickej
olympidde. Svoje rieSenia mozete posielat postou alebo e-mailom, nie odovzdavat osobne. Pri opravovani sa drzime zasady,
ze ¢o sa neda precitat, nemoze byt ohodnotené bodmi. Preto zvazte, ¢i nenapiSete svoje riesenia na pocitaci. Riesenia postou
zasielajte do uvedeného terminu (rozhoduje ddtum postovej peciatky) na adresu

PF UPJS
STROM
Jesenna b
041 54 Kosice.

S prvou sériou, ktorej riesenia ndm posielate, poslite vyplneni prihlasku, ktort néjdes na http://seminar.strom.sk).
Tieto tdaje potrebujeme, aby sme sa s Tebou mohli skontaktovat aj v Case, ked nie si v skole (prdzdniny... ) v pripade
pozyvania na sistredenie a tiez aby sme ta mohli uverejnit v poradi riesitelov aktudlnej casti seminaru. Ak si neplnolety,
je potrebné aby vo svojom eviden¢nom listku si uviedol i kontakt na rodica, ktory ako tvoj zdkonny zastupca potvrdzuje
spravnost idajov. Ak za teba eviden¢ny listok vyplni skola, je potrebné, aby mala od rodi¢a stihlas na poskytnutie tychto
udajov.

Elektronické odovzdavanie - pozor, zmena!

Svoje riesenia odovzdavajte do uvedeného terminu cez novy webovy portil na stranke seminar.strom.sk. Aby ste mohli
odovzdat tlohy, musite si zalozit uzivatelsky tcet - odkaz (Registréacia v sekcii Sprava actu).

Ulohy odovzdavajte primarne vo formate PDF, portal na vaSe riziko zvlidne aj konverziu z inych formatov ako je JPG,
PNG, ¢i DOC.

V pripade technickych problémov na nasej strane posielajte na e-mailovii adresu riesenia@strom.sk vo formate PDF.

V pripade elektronického odovzdévania nie je potrebné vyplnit a poslat evidencny listok, sta¢i vyplnit povinné tdaje v uzi-
vatelskom profile po registracii - odkaz (Aktualizovat profil v sekcii Sprava actu).

Riesenie kazdej ulohy piste na samostatny papier formatu A4, respektive do samostatného stboru, na vysku s menom,
skolou, triedou a ¢islom iilohy. Ak by vam nebolo jasné zadanie niektorej tlohy, obratte sa na nds cez e-mail
strom@strom. sk, prostrednictvom debaty na nasej stranke alebo osobne.

Bodovanie tloh zavisi od kvality rieSenia. Za kazda tlohu moze riesitel ziskat najviac 9 bodov. Body mozete ziskat aj
za Cilastocné vyriesenie zadanych 1loh. Preto sa nebojte poslat aj svoje netiplné riesenia. Do celkového poradia sa zapoci-
tavaja body takto:

Stvrtaci, oktava: vsetky vyriesené tlohy
tretiaci, septima: vsetky vyriesené tulohy
druhéci, sexta: pat najlepsie vyriesenych tloh plus minimum z tychto piatich dloh
prvaci, kvinta a mladsi: patf najlepsie vyrieSenych tloh plus maximum z tychto piatich tloh
Priklad pouzitia pravidiel:

Styria bratia, Stvrtak Vlado, tretiak Fero, druhdk Jaro a prvak Marcel, vyriesili vietky tlohy tplne rovnako (zhodou nahod,
7e) za 3,2,4,1,5 a 4 body. Vlado potom ziskal 34+ 2+ 4+ 1+ 5+ 4 = 19 bodov, Fero tiez ziskal 3+ 2+4+1+5+4 =19
bodov, Jaro (34+2+4+5+4) +2 =20 bodov a Marcel (3+2+4+5+4) +5 = 23 bodov. Jasné, nie?

Varovania (!!!). Body sa samozrejme bez vynimky strhévaji za odpisovanie a za poslanie rieseni po termine. Pri odpisovan{
rozliSujeme podobné rieSenia (pocet bodov delime pocétom zicastnenych a zaokrithlime nadol) a ,takmer képie®, ktoré
ostdvaji bez bodu. Ak (ndhodou) ndjdete tilohu riesend v literatire, uvedte ndzov, autora a stranu, inak riskujete stratu
bodov za odpisovanie (je vSak potrebné napisat aj samotné rieSenie). V pripade, Ze nie ste spokojn{ s bodovym ohodnotenim
vasho riesenia, mozete nam do dvoch tyzdnov od rozoslania rieseni zaslat postou staznost a t4 bude presetrena.
Hlasovanie tloh zavisi od zaujimavosti a jedine¢nosti vdsho rieSenia. Radost vAm méze spravit 1 hlas (prehladné, jasné
rieSenie), alebo 2 ¢i 3 hlasy za vynimoc¢né a origindlne nidpady. Ak nédjdete riesenie v literatire, kladné hlasy si nepripocitate.
Naopak, hrozu budiace rieSenia (vyzorom, zlozitostou) ziskaju —1 hlas. HorSie obidu ti, ktorym opakovane za odpisovanie
strhneme body. Po ich vydeleni poctom odpisujicich dostani —3 hlasy, po velkom odpisovani je to —5 hlasov za kazdu
odpisanta dlohu. Riesitel s najvac¢sim poctom hlasom si zaslazi sladkt odmenu a naopak ti, ¢o ziskaji menej ako —2 hlasy
si stustredko nezasluzia. Tak hor sa do hladania peknych rieSeni, zabudnime na odpisovanie a hrajme sa s matematikou!
Sustredenie je odmenou pre najlepsich, prilezitostou naucit sa nie¢o nové a stretnit sa s ostatnymi riesitelmi. Zucastnia
sa ho najlepsi riesitelia podla zaverecného poradia a ¢lenovia minimélne prvych troch najlepSich druzstiev z matboja,
ak sa v prislusnom polroku kond. Pripadni dalsi acastnici a ndhradnici st pozjvani podla poradia STROMu a matboja;
nie viak t{ rieitelia, ktorf uz majii maturitu za sebou. Na stistredenie nebudi na ziklade poradia STROMu v6bec pozvani
riesitelia, ktori ziskali v prisluSnom semestri menej ako 20 bodov alebo maju menej ako —2 hlasy.

http://seminar.strom.sk
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Prva séria
Termin odoslania rieseni: 20. 10. 2014

1. Dokézte, ze pre vietky prirodzené é&isla n plati, ze 6 deli n® + 11n.

2. Stvorciferné &islo abed, ktoré spliia podmienky
a4+ b2 =2+ d?,
a+b=c+d
nazyvame Stkovné. Kolko existuje sikovngch stvorcifernych cisel?

3. Robot Karol stoji na jednom z bodov nekonecnej Stvorcovej mriezky. V hlave mé dve pamétové jednotky A a B. Ked

.....

¢islo sa zmensi o 1. Ak sa pohne smerom doprava, do jednotky B sa pri¢ita ¢islo v A a naopak, ak sa pohne smerom
dolava, toto ¢islo sa od ¢isla v jednotke B od¢ita. Robot Karol sa pri svojom pohybe riadi nasledovnymi pravidlami:

o vzdy sa postva iba do najblizsich susednych bodov siete (smerom hore, dole, doprava alebo dolava, nie uhlopriecne)
o nikdy sa neposunie do bodu mriezky, ktory uz navstivil (ak nejde o pociatoény bod trasy)

Ak viete, ze robot Karol ma na zaciatku v oboch pamétovych jednotkach hodnotu 0, dokazte, ze po lubovolnej prechadzke
po Stvorcovej sieti, pri ktorej sa vrati naspat na pévodné miesto, sa v pamétovej jednotke B bude nachédzat ¢islo, ktorého
absolutna hodnota udéva obsah plochy, ktort svojou trasou ohranicil.

4. Mame desat vrectsok a v kazdom je 100 minci. V deviatich z nich st pravé mince, ktoré vazia 10 gramov a v jednom si
falosné mince vaziace 11. Ako pomocou jedného vaZenia a digitdlnej vahy zistite, v ktorom vrecisku st falosné mince?

5. Nech H je ortocentrum ostrouhlého trojuholnika ABC'. Dotycnice z bodu A ku kruznici k zostrojenej nad priemerom
BC sa dotykaji kruznice k v bodoch P a Q). Dokazte, ze body P, @, H lezia na jednej priamke.

6. Urcte vietky prirodzené &sla m, pre ktoré sa da Stvorec m x m rozdelit na péit obdlznikov, ktorych dizky stran st
1,2,...,10 v nejakom poradi.

Druha séria
Termin odoslania riegent: 24. 11. 2014
1. Ukézte, ze pre vSetky prirodzené éisla a, b, ¢, d plati, Ze (a — b)(a — ¢)(a — d)(b — ¢)(b — d)(d — ¢) je delitelné 12.

n2
An—1

2. Majme postupnost ¢isel, pre ktorti plati as = 5aa, = | | pre n > 2. Zistite hodnotu aggg a svoje rieSenie odévodnite.

3. V trojuholniku ABC ozna¢me M ako stred strany BC a D vnutorny bod strany AB. Priese¢nik AM a C'D nazveme
E. Ukézte, ze ak |AD| = |DE|, potom |AB| = |CE)|.

4. Dokazte, ze pre vSetky prirodzené ¢isla n plati

11 1 1 1
n(1+§+§+--~+ﬁ)>1+—+—+---+—>\/ﬁ.

5. Mame balicek 2n roznych kariet. Kazdé zamiesanie zmeni poradie kariet z a1, aso,...,an,b1,b2,...,b, na ay,by,as,
ba, ..., an,b,. Urcte vsetky n, pre ktoré ak zamiesame balicek 8-krat, budu karty v rovnakom poradi ako na zaciatku.
6. Nech x1,x2,...,x19 s prirodzené ¢isla mensie rovné 93 a nech yq, . . ., yo3 sl prirodzené ¢isla mensie rovné 19. Dokéazte,

ze potom existuje (nenulovy) stcet niektorych z;, ktory je rovny suctu niektorych y;.

strom@strom.sk
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Mohlo by sa hodit...

Postupnost je funkcia, ktorej definiénym oborom je podmnozina vSetkych prirodzenych ¢isel N. Funkénd hodnota tejto
funkcie priradena ¢islu n sa nazyva n-ty ¢len postupnosti a znaci sa napr. a,.

Dolna celd Cast redlneho éisla x, ktort znac¢ime |z ], predstavuje najvicsie celé ¢islo, ktoré je mensie alebo rovné ¢éislu x.
Plati teda, ze |z| = n préve vtedy, ked n < x a zdrovenn n + 1 > x.

Mocnost bodu ku kruznici a chorddla: Majme v rovine bod M a dand kruznicu k& so stredom S a polomerom r.
Mocnostou bodu M ku kruznici k nazyvame redlne ¢islo m = v? — 72, kde v = |MS|. D4 sa ukédzat, 7e ak je bod M
vo vonkajsej (resp. vniitornej) oblasti kruznice, a p je Tubovolnd priamka prechddzajica bodom M, ktord pretina kruznicu
k v bodoch P,Q, plati m = |[MP||MQ)| (resp. m = —|MP||MQ)|). Je zaujimavé, Ze tento sicin je rovnaky bez ohladu na
priamku p a je urceny len bodom M a kruznicou k.

Majme teraz v rovine 2 kruznice k,l. Chordédlou dvoch kruznic nazyvame mnozinu vsetkych bodov, ktoré maji rovnaku
mocnost k obom kruzniciam. D4 sa ukazaf, ze chorddlou dvoch nesistrednych kruznic je vzdy priamka kolmé na spojnicu
ich stredov. Odtial lahko vyplyva, Zze chorddlou dvoch pretinajucich sa kruznic bude priamka urcend ich priese¢nikmi.
Viac o tejto téme sa mozete dozvediet napr. z materidlu:

https:/ /mks.mff.cuni.cz/library/Mocnost AChordalyJT/MocnostAChordalyJ T. pdf

Kongruencie a ¢inska zvyskova veta: Majme tri celé ¢isla a,b a m. Hovorime, Ze a je kongruentné s b modulo m
a piSeme a = b (mod m), ak rozdiel a—b je delitelny m. Cislo m nazyvame modul kongruencie.
Cinska zvyskova veta: Riesme sistavu kongruencii s neznamou x

ay (mod myq)

as (mod my)

x = a, (mod m,)

Nech pre kazda dvojicu ¢ # j plati NSD(m;, m;) = 1. Potom existuje rieSenie tejto stistavy a kazdé dve rieSenia st
si navzajom kongruentné modulo M = mims...m,.

Viac o tejto téme sa mozete dozvediet napr. z materidlu:
http://mks.mff.cuni.cz/library/Kongruence MS/Kongruence MS. pdf

Drichletov princip: Majme n predmetov a m priehradok. Chceme poukladat predmety do priehradok tak, aby kazdy
predmet bol v préve jednej priehradke. Drichletov princip je jednoduché tvrdenie, Ze ak je m > m (predmetov viac
ako priehradok), tak potom v asponl jednej priehradke budu asporti dva predmety.

Tato formulacia moze zniet neprakticky, no v réznych 1ilohach méze byt tento princip uzito¢ny. Predstavte si napriklad ¢isla
ako predmety a zvysky po deleni m ako priehradky. Vyriesite tak tilohu: dokézte, ze z 11 cisel viete vybrat dve, ktorych
rozdiel konéi nulou.

Za podporu a spolupracu dakujeme

hodina _/&»defom
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