Cislo 1 zimny semester 40. roénika (2015/2016)

STROM

Korespondenény matematicky seminar

Zdravicko!

vsetkym Stromdkom a Stromackam. V&s oblibeny ko-
respondenc¢ny semindr, samozrejme, ze myslim STROM,
oslavuje prave krasne 40. narodeniny. Jeho letokruhy vsak
este nie st zratané, a tak na jeho pocest pozdvihnime case
plné vedomosti a vyratajme dalsiu skveli sériu prikladov.
Vela stastia a uspechov zelame aj STROMu, aj vam, pri
ratani!

Vasi STROM isti

Co je seminar STROM?

Semindr STROM (Sttaz Talentovanych Riesitelov Oblu-
bujtacich Matematiku), organizovany Zdruzenim STROM,
je pokracovatelom najstarsej stufaze svojho druhu v by-
valom Cesko-Slovensku, ktord vznikla pod nidzvom Ko-
responden¢ny matematicky seminar v roku 1976 v Kosi-
ciach. Tento seminar je bezplatng a je urceny najméi pre ¢
Studentov strednych $kél, no do riesenia sa kludne moézu .

zapojit aj mladsi. Kazdy skolsky rok cakaji na riesitelov dva semestre, v ktorych dostani zadania dvoch sérii prikladov.
T1 najlepsi riesitelia sa potom dostant na tyzdnové ststredenie a zaziju vela zdbavy. Sustredenia na konci semestrov maji
byt pre ziakov odmenou a zaroven motivaciou pre pokracovanie a zlepsovanie sa v rieseni matematickych seminarov.
Samotna korespondenc¢nd cast je v priebehu roka doplinovana réznymi akciami. Kazdorocne organizujeme Matboj, mate-
maticki sitaz pre druzstva, ale aj zabavné hry, vylety alebo Sportové stretnutia. Nasim cielom je ukazat ziakom krasu
matematiky, niekedy aj netradi¢énym a hravym spésobom. Preto difame, ze nas semindr a s nim spojené akcie si najdu
svojich stalych nadsencov v radoch ziakov, ale aj podporovatelov v radoch ucitelov.

Kosicky Matboj

Uz 15. roénik tejto sutaze sa uskutoéni 16. oktébra 2015 v CVC Domino v Kosiciach. Instrukcie k prihlasovaniu na tito
sttaz budi rozposlané na Skoly v druhej polovici septembra. Ak ste o sutazi doposial nepoculi a radi by ste sa dozvedeli
viac, zavitajte na http://seminar.strom.sk/matboj/.

Matematicky krauzok?

Aj v skolskom roku 2015/2016 sa na Prirodovedeckej fakulte UPJ S v Kogiciach na Jesennej 5 bude konat v pripade dosta-
tocného zaujmu kazdy tyzden matematicky kruzok, ktory bude zamerany hlavne na pripravu na Matematickt olympiadu
v kategoriach A, B a C.

Krizku sa moze zicastnit ktorykolvek stredoskoldk (ale i Sikovny zdkladoskoldk), ktory sa chce venovat Matematickej
olympidde. Ak mas o kriazok zdujem, hoc len hypoteticky, tak sa zapoj do ankety v novinkdch na nasej stranke. Viac o MO
v Kosickom kraji ako aj o matematickych krizkoch sa dozvies na stranke http://umv.science.upjs.sk/mo


https://seminar.strom.sk/matboj/
http://umv.science.upjs.sk/mo
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Pokyny pre riesitelov

Seminar je urceny pre ziakov prvého az stvrtého roc¢nika strednych skol a prislusnych tried osemroc¢nych a bilingvalnych
gymnazii. Zapojif sa moézu aj ziaci nizsich ro¢nikov; v sitazi maji rovnaké podmienky a vyhody ako prvaci. STROM je
sutaz jednotlivcov.

Prihlasenie do semestra prebieha online, na nasej webovej stranke http://seminar.strom.sk. Ak si novym riesitelom,
alebo este nemas vytvoreny ucet, zaregistruj sa a vypli povinné tdaje v uzivatelskom profile - odkaz Aktualizovat profil
v sekcii Sprava uctu. Tieto tdaje potrebujeme, aby sme sa s Tebou mohli skontaktovat aj v case, ked nie si v skole
(prdzdniny, ...), v pripade pozyvania na sustredenie a tiez, aby sme fa mohli uverejnit v poradi riesitelov aktudlnej ¢asti
semindru. Na tejto stranke najdes takisto svoje opravené a obodované riesenia, bez ohladu na to, ako si ich poslal.
Prihlaska (vyplnenie profilu) je povinna pre vSetkych riesitelov. Ulohy, ktoré sa nedaju priradit k uzivatelovi s korektne
vyplnenym profilom, nebuda opravené.

Ulohy rieste zdsadne samostatne, neodpisujte, v riefeniach vysvetlujte cely svoj myslienkovy postup ako v Matematickej
olympiade. Svoje riesenia mozete posielat postou alebo cez nasu webovi stranku, nie odovzdévat osobne. Pri opravovani
sa drzime zasady, ze ¢o sa ned4 precitat, nemoze byt ohodnotené bodmi. Preto zvazte, ¢i nenapisete svoje rieSenia na pocitaci.
RiesSenia postou zasielajte do uvedeného terminu (rozhoduje ddtum postovej peciatky) na adresu

PF UPJS
STROM
Jesenna 5
041 54 Kosice.

Elektronické odovzdavanie je mozné do uvedeného terminu cez novy webovy portil na stranke seminar.strom.sk.
Subor s riesenim odovzdate jednoducho po prihlaseni do svojho uzivatelského tuctu - tlacidlo Odovzdat pri konkrétnom
priklade v sekcii Priklady. Ulohy odovzdavajte primédrne vo forméate PDF, portil na vaSe riziko zvlidne aj konverziu
z inych formatov ako je JPG, PNG, ¢i DOC.

V pripade technickych problémov na nasej strane posielajte na e-mailovii adresu riesenia@strom.sk vo formate PDF.

Riesenie kazdej tlohy piste na samostatny papier formatu A4, respektive do samostatného siboru, na vysku s menom,
skolou, triedou a cislom ulohy. Ak by vdm nebolo jasné zadanie niektorej tlohy, obratte sa na nas prostrednictvom
komentarom k tlohdm na nasej stranke, cez e-mail strom@strom.sk alebo osobne.

Bodovanie tloh zavisi od kvality rieSenia. Za kazda tlohu moéze riesitel ziskat najviac 9 bodov. Body mozete ziskat aj
za Cilastocné vyriesSenie zadanych 1loh. Preto sa nebojte poslat aj svoje netiplné riesenia. Do celkového poradia sa zapoci-
tavaji body takto:
stvrtaci, oktava: vsetky vyriesené tlohy
tretiaci, septima: vsetky vyriesené tlohy
druhici, sexta: pat najlepsie vyriesenych tloh plus minimum z tychto piatich dloh
prvaci, kvinta a mladsi: pét najlepsie vyrieSenych tloh plus maximum z tychto piatich tloh

Priklad pouzitia pravidiel:

Styria bratia, stvrtak Vlado, tretiak Fero, druhak Jaro a prvak Marcel, vyriesili vetky tlohy tiplne rovnako (zhodou néhod,
7e) za 3,2,4,1,5 a 4 body. Vlado potom zfskal 3+ 2+ 4+ 1+ 5+ 4 = 19 bodov, Fero tiez ziskal 34+2+4+1+5+4 =19
bodov, Jaro (34+2+4+5+4) +2 =20 bodov a Marcel (3+2+4+5+4) +5 =23 bodov. Jasné, nie?

Varovania (!!!). Body sa samozrejme bez vynimky strhévaji za odpisovanie a za poslanie rieseni po termine. Pri odpisovan{
rozlisujeme podobné riesenia (pocet bodov delime poc¢tom zucastnenych a zaokrihlime nadol) a ,takmer képie®, ktoré
ostdvaji bez bodu. Ak (ndhodou) ndjdete tilohu rieSentd v literatire, uvedte ndzov, autora a stranu, inak riskujete stratu
bodov za odpisovanie (je vSak potrebné napisat aj samotné rieSenie). V pripade, Ze nie ste spokojni s bodovym ohodnotenim
vasho riesenia, mozete ndm do dvoch tyzdnov od rozoslania rieseni zaslat postou staznost a ta bude presetrena.

Sustredenie je odmenou pre najlepsich, prilezitostou naucit sa nieco nové a stretnit sa s ostatnymi rieSitelmi. Zucastnia
sa ho najlepsi riesitelia podla zaverecného poradia a ¢lenovia minimélne prvych troch najlepsich druzstiev z matboja,
ak sa v prislusnom polroku kond. Stistredenie je uréené najmé pre Studentov strednych $kdl (a im prislusnych roénikov na
osemroénom gymnéziu), mladsi Ziaci (ti, ktorf pocas stistredenia nie st stredogkoldkmi) st pozvani ako nahradnici. Dalsf
Gcastnici a ndhradnici st pozyvani podla poradia STROMu a matboja; nie vsak ti riesitelia, ktori uz maji maturitu
za sebou.

http://seminar.strom.sk
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Prva séria
Termin odoslania rieseni: 12. 10. 2015

1. Najdite vsetky trojice prvocisel p, ¢, r, pre ktoré plati:
14 51 65
— +

p q r

2. Sto ucastnikov sa rozdelilo do troch druziniek — Korene, Miazga a Stonka. Neskor jedno dieta z Korenov prestipilo do
Miazgy, jedno z Miazgy do Stonky a jedno zo Stonky do Korenov. Priemernd hmotnost v druzstve Korene sa zvysila
o 120 gramov, v druzinke Miazga o 130 gramov, zatial¢o v druzinke Stonka sa znizila o 240 gramov. Kolko ¢lenné
druzinky sme na sustredku mali?

3. Body na obvode rovnostranného trojuholnika st ofarbené dvoma farbami (modrou a ¢ervenou). Dokézte, ze medzi nimi
existuju tri body rovnakej farby, ktoré tvoria vrcholy pravouhlého trojuholnika.

4. Matas a Janka hraja takito hru: Matas ako prvy hraé postavi na Sachovnicu krala a urobi s nim tah (podla pravidiel
sachu). Potom Janka a Matus striedavo pohybuju krdlom tak, ze je zakdzané postavit ho na policka Sachovnice,
na ktorych uz stal. Prehrava ten, kto uz neméze urobit ziaden tah. Kto z nich mé vitazna stratégiu? Popiste ju.

5. Nech je dand kruznica k so stredom O. Na predizen{ tetivy KL kruznice k lezi bod A. Doty¢nice z bodu A ku kruznici
k sa jej dotykaju v bodoch T', U. Oznac¢me M stred tsecky TU. Ukézte, ze Stvoruholnik KLMO je tetivovy.

6. Majme funkciu f : R — R, pre ktort plati « + f(x) = f(f(z)), pre vSetky redlne ¢isla x. N4jdite vSetky rieSenia rovnice
f(f(z)) =0 v premennej .
Druha séria
Termin odoslania riegent: 16. 11. 2015

1. Risko a Sigko hraji na Sachovnici 10 x 10 nasledujiicu hru. Ten, kto je prave na tahu, si zvoli jeden z riadkov alebo
stipcov, ktoré neboli doteraz v hre zvolené a vietky poli¢ka v fiom si prefarbi na svoju farbu (Risko mé ruzovi a Sisko
sedd). Risko zacinal a v tahoch sa striedaji. Hra konci, ked uz bol kazdy riadok aj sﬂpec zvoleny. Najdite pre Siska
takl stratégiu, pri ktorej na konci hry bude aspon o 10 sedych poli¢ok viac ako ruzovych.

2. Nech je dané celé ¢islo z. Dokazte, ze rovnice

21y = 2
2 +y? = 2z

maju rovnaky pocet rieseni na mnozine celych cisel.

3. Dokazte, ze pre lubovolné prirodzené n existuje Cislo zostavené len z cifier 1 a 2, ktoré je delitelné 2.

4. Skonstruujte pravouhly trojuholnik ABC s danou preponou ¢ taky, ze dlzka taznice vychddzajtcej z vrchola C je
geometricky priemer dlzok zvysnych dvoch odvesien.

5. Nech a, b, c st kladné redlne é&isla také, Ze a® + b + ¢ + (a + b+ ¢)? < 4. Dokézte, 7e

ab+1 bc+1 ca+1
(a+b)?  (b+c¢)2  (c+a)?—

strom@strom.sk
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6. Nech A je mnozina kladnych prirodzenych ¢isel s aspon dvoma prvkami. Pre kazdé dve ¢isla a, b z mnoziny A také,
ze a > b plati, Ze aj
b
nsn(a,b) c A
a—b

kde nsn(a,b) je najmensi spoloény ndsobok ¢isel a a b. Dokazte, ze mnozina A méa préve dva prvky.

Mohlo by sa hodit...

Mocnost bodu ku kruznici: Majme v rovine bod M a dant kruznicu k so stredom S a polomerom r. Mocnostou bodu
M ku kruznici k nazgvame redlne &slo m = v? — 72, kde v = |MS|. D4 sa ukazat, ze ak je bod M vo vonkajsej (resp.
vnutornej) oblasti kruznice, a p je lubovolnd priamka prechddzajica bodom M, ktord pretina kruznicu k& v bodoch P, Q,
tak plati m = |[MP|-|MQ)| (resp. m = —|MP|-|MQ)|). Pre doty¢nicu ku k z bodu M dotykajtucu sa kruznice k v bode T
plati m = |[MT|%. Je zaujimavé, Ze tento st¢in je rovnaky bez ohladu na priamku p a je uréeny len bodom M a kruznicou
k.

Taktiez plati opacnd implikdcia. Pre jednoduchost ju sformulujeme len pre pripad, ze M lezi mimo kruznice. Ak je dany
bod M a P, Q, R, S st Styri body leziace vSetky (neformélne povedané na jednu stranu od M) v rovnakej polrovine urcenej
nejakou priamkou prechddzajicou bodom M. Plati, ze ak |[MP|-|MQ| = |MR|-|MS|, tak body P, Q, R, S lezia na jednej
kruznici. Viac o tejto téme sa mozete dozvediet napr. z materidlu:
https://mks.mff.cuni.cz/library/MocnostAChordalyJT/MocnostAChordalyJT.pdf

Talesova veta: Trojuholnik ABC je pravouhly s pravym uhlom pri vrchole C' prave vtedy, ked AB je priemerom jeho
opisanej kruznice.

AG - nerovnost: Pre kladné redlne ¢isla aq, as, ..., a, plati, Ze ich aritmeticky priemer je vac¢si, nanajvys rovny, ako ich
geometricky priemer, t.j.

m1+...+zn
n

2 Y1 Ty

Matematickd indukcia: Ak sa snazime nie¢o dokézat pre vSetky prirodzené ¢isla poéniic niektorym, sta¢i ndm ukazat
platnost nasho tvrdenia pre toto pociatocné ¢islo a potom ukazat platnost tvrdenia: ,ak nase tvrdenie plati pre ¢islo n,
potom plati aj pre ¢islo n + 1%

Funkcionalne rovnice: Su skoro ako obycajné rovnice, az na to, ze neznama, ktori hladame nie je ¢islo, ale funkcia. Viac
o tejto téme sa mozete dozvediet hladanim na internete alebo napr. z velmi priatelského materidlu vhodného najma pre
novacikov v tejto oblasti:

http://www.kms.sk/ mazo/matematika/funkcionalne_rov.pdf

Za podporu a spolupracu dakujeme

Nazov STROM - koresponden¢ny matematicky seminar

Cislo 1 e September 2015 e Zimny semester 40. ro¢nika (2015/2016)
Internet: http://seminar.strom.sk
E-mail: strom@strom.sk

Vydava:  Zdruzenie STROM, Jesenna 5, 041 54 Kosice
Internet: http://www.strom.sk/zdruzenie/onas
E-mail: rada@strom. sk



https://mks.mff.cuni.cz/library/MocnostAChordalyJT/MocnostAChordalyJT.pdf 
http://www.kms.sk/~mazo/matematika/funkcionalne_rov.pdf

