Cislo 5 Letny semester 40. ro¢nika (2015/2016)

STROM

Korespondenény matematicky seminar

Ahojte!

7Zda sa to neuveritelné, ale vo chvili, ked ste si mysleli, Ze vis uz ni¢ dobré necaka, vas
naozaj ni¢ necakalo. Nové ¢islo vasho milovaného STROMu si vas miesto nezmyselného
¢akania naslo priamo vo vaSich skolach a domovoch a koneéne ukondilo vase ¢akanie
na Godota. Nastastie vam teraz uz nezostava ni¢ iné, ako si pozriet, ¢o ste naozaj
spisali v den terminu do tych vasich rieseni a pokusit sa tuito sériu spisat o nieco lepsie.
Vela stastia vam zelaju

Vasi nedo¢kavi STROMisti

1 Opravovali: Ivka Gaskova, Dorot Jarosova
®  Pocet riesitelov: 27

Dokazte, ze niektoré dve z redlnych ¢isel a, b, ¢, d sa lisia maximalne o 1, ak pre nich plati

ab+ecd = 1,
A+ +E+d2 = 4

Riesenie:
Ozna¢me rovnice postupne (1) a (2). Vidime, Ze v druhej rovnici sa nachddzaju stvorce (teda druhé mocniny) a v prvej

zmiesané ¢leny, vhodnou kombinéciou oboch rovnic by sme teda chceli dostat sticet mocnin dvojélenov. Odéitanim dvojné-
sobku (1) od (2) dostaneme:

A+ +E+d>-2-ab—2-cd = 4-—
a?—2-ab+ b+ —-2-cd+d® = 2
(a—b)2+(c—d)? 2

2

Oba sc¢itance v tejto rovnici su Stvorce, teda st nezaporné. Ak by boli oba véicsie ako 1, ich stcet by bol vacsi ako 2. Aspon
jeden zo s¢itancov je teda mensi alebo rovny ako 1, a teda rozdiel medzi niektorymi dvoma zo s¢itancov je najviac 1.

Komentdr: Vacsina z vas prisla na to, ze tato tiloha nebola tazkym orieskom. Preto sme dostali aj nejaké strucné a vystizné
rieSenia, ktoré nas samozrejme velmi potesili. Kto sa vSak vydal inym smerom, nez ukazuje vzorak, si rieSenie poriadne
skomplikoval.

2 Opravovali: Zanetka SemaniSinovi, Matus Stehlik I
®  Pocet riesitelov: 8 | I

Majme konvexny $tvoruholnik ABC D s pravym uhlom pri vrchole C. Ozna¢me S stred strany AB. Dokézte, ze:
2.|CS| < |BD|+|DA].

Ukéazte tiez, kedy nastane rovnost.

Riesenie:

Ak méme dokazovat takito nerovnost, dobré stratégia zvykne byt presuntt si dizky, ktoré v nej vystupujt, niekam k sebe,
najlepsie pozdlz jednej priamky, nech ich vieme lahko porovnat. To presne urobime, akurat si najprv v mysli vydelme cela

nerovnost dvomi. Chceme teda niekde vhodne pokope néjst |C'S|, |BD|/2 a |DA|/2. Nechajme C'S na mieste a pozrime
sa na zvysné dve dlzky.
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Oznac¢me FE stred usecky BD. VSimnime si, ze ES je strednou prieckou
ABD preto
|ES| = |DA|/2.

Dalej z toho, ze pri C je pravy uhol, musia body BCD lezat na Télesovej D
kruznici so stredom v bode FE, takze

|CE| = |BE| = |BD|/2. E

Z trojuholnikovej nerovnosti pre SCE (mdze byt aj degenerovany — t.j. A S B
bod E moéze lezat na SC, preto neostrd nerovnost) mame -

|SC| < |ES| + |CE].
Vynésobenim tejto nerovnosti dvomi a dosadenim predoslych vztahov dostdvame
2|SC| < 2|ES|+2|CE| = |DA| +|BD|,
¢o sme mali ukazat. Rovnost nastava, len ak je SCE degenerovany, teda ak E lezi na SC.

Komentdr: Uloha bola dost priamociara. V zadani boli dve klasické podmienky — stred strany a pravy uhol. A obidve stacilo
velmi standardne vyuzif — strednd priecka, Talesova kruznica. Mozno netradi¢ne vyzerala neostra nerovnost v zadani, ale
nakoniec sa ukazalo, ze to bola len zamaskovana trojuholnikovd nerovnost.

3 Opravovali: Matis Hlavacik, Dano Ondus I
®  Pocet rieitelov: 17 ol

Robco a Peto hraju hru s gorodkami. Zacéina Robcéo a v fahoch sa striedaji, pricom kazdy vo svojom tahu zvysi velkost
gorodiek (oznacme n) o vlastného delitela n (delitela mensieho ako n). Na zaciatku maju dvojdielne gorodky (n = 2).
Vyhréava ten, kto prvy zvysi n na hodnotu véacsiu alebo rovnt ako 2016. Obaja hraji najlepsie ako sa da. Kto vyhra?

Riesenie:

Hoci to od nas zadanie nevyzaduje, ak najdeme vitazna stratégiu, vieme urcit, kto vyhra. Najprv uré¢ime najmensie mozné
¢islo, z ktorého vieme vyhrat. Najvac¢sim vlastnym delitelom prirodzeného ¢isla je jeho polovica. To vsak plati iba pre parne
¢isla. Najvacsim delitelom neparneho ¢isla méze byt najviac jeho tretina. Preto najmensim parnym c¢islom, z ktorého vieme
vyhrat, je 1344 a najmensim neparnym je 1515.

Kazdé parne zlozené ¢islo mé asporni jedného parneho (2) a jedného neparneho (1) delitela. Preto, ak za¢iname na parnom
pocte, vieme sipera poslat aj na parny, aj na neparny pocet gorodiek. Neparne ¢isla maju iba neparnych delitelov. Preto,
ak zaCiname na neparnom pocte, po nasom tahu bude parny pocet gorodiek.

Stratégia pre Robca je jednoduché. Zacina na parnom d¢isle a vzdy pridd 1 gorodku. Peto sa preto ocitne na nepirnom
cisle, z ktorého bude musiet Robca poslat na parne ¢islo. Ak sa Robco ocitne na parnom ¢isle vac¢som alebo rovnom 1344,
hru svojim tahom vyhra. Na to, aby vyhral Peto, by muselo byt pred Rob¢ovym tahom aspori 1514 gorodiek (kedZe Robco
vzdy prid4 iba jednu). Z tohoto poétu vSak uz Robco vie vyhrat.

Iné rieSenie:

Uvedomme si, ze v kazdom tahu sa k n pripoc¢ita vzdy aspon 1, teda raz to urcite musi dosiahnut 2016. To znamen4, Ze hra
je konefnd a nepriptsta remizu (niekto musi vyhrat). Pre takéto hry plati, Ze kazdd poziciu v hre (v nasom pripade pocet
gorodiek na zaiatku mojho tahu) mdZeme nazvat bud vyhravajticou alebo prehrdvajtcou.

Zamyslime sa preco, je to tak. Evidentne plati, zZe ak siper zvac¢si ¢islo na aspon 2016, tak to je pre mna prehravajica
pozicia. Vsetky pozicie, z ktorych sa viem dostat na prehravajice (donutim supera prehrat), st vyhravajice. Nésledne
v8etky, z ktorych sa viem dostat len na vyhravajice pozicie (nedokdzem stipera donutit prehrat) si prehrévajice. A kedze
plati to, ¢o sme spomenuli v prvom odseku tohto rieSenia, tak vieme, ze pre kazdé ¢islo v hre vieme postupne urcit, ¢i je
pre mna vyhravajuce alebo prehravajuice.

Teraz si rozoberme, ako bude vyzerat prvych par tahov. Rob¢o méa najprv jedint moznost,

6
pripocitat 1, a po jeho tahu zostavaju 3 gorodky. Peto teraz moéze zas pricitat len 1. Robco 42 °
ma moznost ku 4 gorodkdm pripocitat bud 2 a Peto teda bude zacinat s ¢islom 6 alebo
moze pripocitat 1. Vtedy Peto moze pripocitat zase raz len 1 a s ¢islom 6 bude zacinat o +1| o +1. 4+1
2 3 4
+1
5)

Robco. Vidime, ze Robco vie rozhodnit o tom, kto dostane ¢islo 6. Kedze sme si ukézali,
ze kazda pozicia je bud vyhravajica alebo prehravajica, tak Robco rozhoduje o tom, kto
vyhrd. To znamend, Ze vyhrava Robco.

Komentdr: Vacsina z vas to mala dobre, niektori nedotiahli nejaké detaily, ale inak tu nie je ni¢, ¢o by sme vAm mohli
vycitaft.

http://seminar.strom.sk
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4 Opravovali: Janka Baranova, Kristin Mislanova I
® Pocet riesitelov: 21 _atninil

VyrieSte nasledujicu rovnicu v celych ¢islach (svoje riesenie odovodnite):

.T14 + -+ .%‘144 = 2015.

Riesenie:
Vzhladom k tomu, Ze $tvrtd mocnina je vidy kladné &islo, tak pre kazdy ¢len nasho stétu plati: 0 <z < 2015.

s vs

Z toho vidime, Ze za kazdé x; moZeme dosadzat celé ¢isla z intervalu (—6;6), pricom ich $tvrté mocniny potom nadobudaji
hodnoty 0, 1, 16, 81, 256, 625, 1296.

Nésledne, ked sa pozrieme na zvysky tychto siedmich $tvrtych mocnin po deleni 16 (volba &isla 16 je logickd, kedze
pri kvadratickych c¢lenoch skiimame casto zvysky po deleni 4, pri Stvrtych mocninach sa oplati pozerat na delitelnost
16), zistime, Ze v pripade parnych ¢isel st rovné 0 a pri neparnych 1.

Tento fakt si vieme dokdzat aj vo vSeobecnosti. Rozdelime si pripady, ked je zdkladom mocniny parne éislo (2k) a nepdrne
¢islo (2k + 1) pricom k € Z.

o pérne ¢islo: (2k)* = 16k* — delitelné 16, ¢ize zvysok 0

« nepérne ¢islo: (2k+1)* = 16k* +32k> + 24k + 8k 41 = 16(k* +2k% + k?) +8k(k + 1) +1 — vyraz 16(k* + 2k + k?) je
delitelny 16, vyraz 8k(k + 1) taktiez, pretoze jedno z ¢isel k a k+ 1 je uréite parne, ¢ize celd Stvrt4 mocnina nepdrneho
¢isla dava po deleni 16 zvysok 1

Cislo 2015 dava po deleni 16 zvysok 15. Kazdy zo 14 ¢lenov na lavej strane rovnice vsak déva po deleni 16 maximélne
zvy$Sok 1 (spolu maximélne 14), ¢ize pomocou nich nikdy nevieme dosiahnut zvysok 15, a teda dand rovnica nem4 rieSenie
v obore celych ¢isel.

Komentdr: Vsetci ti, ktori sa ubrali rovnakou cestou, ako je vo vzorovom rieSeni, tlohu tspesne vyriesili. NajcastejSou
chybickou bolo zabtidanie na zaporné ¢isla, ktoré ste vo svojich rieSeniach obcas ani nespomenuli. Naopak, cesta sktisania
vas vacsinu stala par bodov, pretoze pri takomto rieseni je nutne systematicky popisat a prejst vsetky moznosti, ¢o sa vam
nie vzdy podarilo (a ak aj 4no, tak ste nds nepresved¢ili o tom, Ze si naozaj vsetky).

5 Opravovali: Peto Kovacs, RiSo Trembecky I I I
®  Pocet riesitelov: 3 . N

Ukézte, ze pre kazdé prvoéislo p existuju prirodzené &isla a, b také, Ze a® + b + 1 je delitelné p.

Riesenie:

Na tivod mézeme overit, ze ¢islo 2 sa dé zapisat ako 12402+ 1. Dalej budeme tilohu riesit pre neparne prvocisla. Pozrime sa,
kolko ma p kvadratickych zvyskov. Kvadraticky zvySok dostaneme tak, Zze umocnime zvysok po deleni p na druht a vezmeme
zvy$ok tohto ¢isla po deleni p (pozn.: NaSa ”definicia” iplne nesihlasi s tou poriadnou, je len pre tcely vzordku. Sprévne
by sa 0 nemala rétat.). Zvyskov po deleni p je p, si to 0,1,...,p—1. Kolko je teda tych kvadratickych? Musime zistit, kedy
dva rozne zvysky po deleni p umocnené na druht budd davat rovnaky zvysok po deleni p. Vezmime dva také zvysky z a y.

2?2 = 3% (modp)
2?2 —y*> = 0 (modp)
(z+y)(z—y) = 0 (modp)

pozn.: Znak = znamend je kongruentné s, teda md rovnaky zvysok ako (po deleni p).
Méme teda 3 moznosti, kedy bude kongruencia platit:

e (z+y) mé zvysok 0 po deleni p.

o (z —y) méa zvySok 0 po deleni p, to vSak nemoze nastat, lebo x a y st rézne.

o Jednotlivé zatvorky nie st delitelné p, ale ich sicin je. To je vSak spor s tym, ze p je prvocislo.
Z prvej moznosti teda dostdvame nutni podmienku, Ze x +y = p. Z toho vyplyva, Ze kazdy zvySok x (okrem 0) mé medzi
zvySkami svoju jedind dvojicu p — 2 (0 by mala dvojicu p, ktord uz medzi zvysky nepatri). Zvyskov bez 0 je p — 1, ¢o je

parny pocet, tak dostdvame (p — 1)/2 dvojic zvyskov, ktoré umocnené na druht davaji rovnaky zvysok po deleni p, teda
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(p — 1)/2 zvyskov z nasej sady p zvyskov mozeme skrtnit (jeden z kazdej dvojice). Zostalo ndm p— (p—1)/2=(p+1)/2
zvyskov po deleni p, z ktorych kazdému zodpovedd iny kvadraticky zvysSok.

OK, vratme sa k zadaniu a zostavme kongruenciu.

a>+bv*+1 = 0 (modp)
a>+b* = —1 (modp)
a>+bv* = p—1 (modp)

Pozrime sa, kolko existuje sposobov, ako dostat p — 1 sti¢tom dvoch zvyskov po deleni p.

-3 +1 p—-1 -1
p p p +P

Jednoducho spoditame, Ze ich je (p+ 1)/2. Dolezité je si uvedomit, Ze v tychto sic¢toch sa nachddzaji vSetky mozné zvysky
po deleni p. Chceme dokazat, ze v jednom zo stctov si oba s¢itance kvadratickymi zvyskami p.

Z Dirichletovho principu vyplyva, Ze ak mame (p+1)/2 kvadratickych zvyskov a (p+1)/2 stctov, bud st v aspoti jednom sticte
oba s¢itance kvadratickymi zvySkami p (o ¢o ndm ide), alebo v kazdom sicte jeden. Posledny stcet je ale sic¢tom dvakrat
toho istého zvysku. Ak je teda tento kvadratickym zvyskom p, tak vieme nijst a = b, kde a® = b*> = (p — 1)/2 (mod p).

Komentar: Riesitelia, ktori sa do tlohy pustili, mali dobré myslienky, ktoré dospeli k spravnemu zaveru. AvSak v rieseniach
sa obcas vyskytli tvrdenia, ktoré neboli vobec, alebo aspon dostatoéne dokdzané.

6 Opravovali: Henka Michelova, Mato Vodicka I
®  Pocet riesitelov: 6 [ 1

Nech ABCD je lichobeznik so zédkladiiami AB a CD (JAB| > |CD|). Body K a L lezia na useckich AB a CD tak,
ze |AK|: |KB| = |DL| : |LC|. Predpokladajme, Ze existuji body P a @ na tsecke KL, pre ktoré plati

[$APB| = [4BCD| a [$CQD| = |4 ABC].
Dokazte, ze body P, Q, B, C lezia na jednej kruznici.
Riesenie:
Oznac¢me si O priesecnik priamok AD a BC. Kedze usecky DC a AB st rovnobezné, tak si rovnolahlé so stredom

rovnolahlosti O. V tejto rovnolahlosti sa L zobrazi na bod, ktory deli isecku AB v pomere |DL| : |LC|. AvSak to je
zo zadania bod K. Preto body K, L, O lezia na jednej priamke.

Ozna¢me X obraz bodu @ v tejto rovnolahlosti. Ten samozrejme lezi na priamke KL, lebo tam lezia aj O, P, Q.

Trojuholniky CDQ a BAX su z rovnolahlosti podobné, a preto vieme, Ze vieme, ze |[SCQD| = |4 AXDB|. Vezmime
si Stvoruholnfk AX BP. Oproti uhlu ¢ AX B sa nachddza uhol ¢ APB. My vSak vieme, %e |4 AX B|+|JXAPB| = |{ABC|+
+|9BCD| = 180°, kedze < ABC, < BC'D st vnttorné uhly v lichobezniku ABC'D pri ramene BC, a teda ich stcet je 180°.
Tym sme dokézali, Ze Stvoruholnik AX BP je tetivovy.

Vieme, ze plati |[S ABX| = |4 DCQ)| (z podobnosti trojuholnikov CDQ a BAX). Kedze AXBP je tetivovy, tak obvodovy
uhol k uhlu ¢ ABX je uhol YAPX, a teda |[<APX| = |4 DCQ|. Preto plati

[9XPB| = [$APB| - |$APX| = [¢ BCD| - [$DCQ| = [4QCB.

Ak je bod @ blizsie k bodu K ako bod P, tak potom rovnako velké uhly ¢ XPB a ¢ QCB su obvodové nad tetivou BQ.
V opac¢nom pripade dostdvame, ze sicet protilahlych uhlov stvoruholnika BCQP je 180°. V oboch pripadoch sme dokazali,
7e body P, Q, B, C lezia na jednej kruznici (a to aj v pripade, ktory sme akosi zamlcali — ked P = @, vtedy je rieSenie
trividlne).

Komentdr: Tato tlohu sa nerozhodlo riesit vela z vas. Ti, ktori sa o to pokusili, sa takmer vSetci dopracovali k spravnemu
rieSeniu. Nezabudajte vSak rozobrat vSetky moznosti rozlozenia bodov zo zadania (poloha bodov P a Q). Pre tych, ktori ste
sa o riesenie len pokusali, tak nezabudajte, Ze zadanie vam nemusi povedat o vsetkych bodoch, ktoré pri rieseni potrebujete
(v naSom riesen{ to boli body O a X).

http://seminar.strom.sk
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Zadania uloh letného semestra 40. rocnika

Ak nds semindr riesis prvgkrdt, nezabudni si vytvorit a vyplnit profil na nasej stranke
https://seminar.strom. sk

Druha séria

2 Termin odoslania rieseni: 2. 9. 2016

1. Mame kruznicu k£ a bod X mimo nej. Nech XY a X Z st dotyc¢nice ku kruznici k, pricom body Y a Z st body dotyku.
Dokazte, ze stred kruznice vpisanej do trojuholnika XY Z lezi na kruznici k.

2. Dokézte, 7e ak p, q, r st raciondlne éisla a plati p? + ¢ +1r2+2 = (p+q+7)?, potom (1 +p?)(1+¢*)(1+r?) je druhou
mocninou racionalneho ¢isla.

3. Urcte pocet podmnozin mnoziny {1, 2, 3, ..., 50}, ktorej sticet prvkov je vicsi alebo rovny ako 638.

4. Nech pre redlne cisla x, y, z > 0 plati

1 1 1
44 =1,
x Yy z
dokézte, ze (x —1)(y —1)(z — 1) > 8.
5. Najdite najmensie prirodzené ¢islo ¢, pre ktoré existuju celé cisla x1, zo, ..., x; také, pre ktoré plati

o s+ ad = 20022002,

6. Mame tri obrovské kréahy, v kazdom z nich je kladny celocCiselny pocet litrov vody. Dovolené je doliat do IubovoIného
kréahu rovnaké mnozstvo vody, aké v nom préave je, z kréahu, ktory obsahuje dostatocné mnozstvo vody. Dokazte,
ze pomocou takéhoto prelievania je vzdy mozné tplne vyprazdnit niektory kréah.

strom@strom.sk
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Poradie po 1. sérii Letného semestra 40. roc¢nika
P. Meno a priezvisko | Kat. Skola 1. 2. 3. 4. 5 6.|H]|CS
1. Laura Vistanova S3 | GMaraKE | 9 9 9 9 9 9 |0 | 54
2. Martin Stevko S1 | GAIejKE |9 9 7 - 6 9]0 49
3. Samuel Krajci S1 GAlgfKE |9 9 9 3 - 8|0 |47
4. Jozef Liptak S3 GJgtBB 9 9 8 7 - 9]0 42
5. - 6. Matej Hanus 79 ZKrodKE |9 - 9 9 - - ]0] 36
Michal Masrna 79 ZKro4dKE | 9 9 9 - - 101 36
7. Viktéria Brezinova S1 GAlgjKE |7 - 9 9 - - |0 34
8. Patrik Palovcik 79 ZKrodKE | 5 - 9 9 - - 1]0 ] 32
9. Rébert Sabovéik 79 ZKrodKE | 6 - 8 8 - - |01 30
10. Erik Berta S1 GAlgjKE |9 - 7 4 - - 10129
11. Vratislav Madac S1 GAlgjKE |8 - 7 4 - - 10|27
12. Martin Masrna S2 GPostKE |9 - 9 8 - - |10 26
13. Tom&s Chovancéak 79 ZKrodKE | - - 7 9 - - 10 25
14. Norbert Michel 78 ZKrodKE |2 5 - 6 4 - |01 23
15. - 16. Marek Koman S2 GAlgjKE | 9 - 3 91021
Lubica Hladka S3 GJgtBB 9 - 6 6 - -1]0/|21
17. - 18. Jakub Mach S3 GPostKE |9 - 9 1 - - 10119
Adam Dobrovic¢ S3 GJgtBB 8 - 6 5 - - 10119
19. - 22. Juraj Micko S3 GPostKE {9 9 - - - - |0 18
Filip Csonka S1 GAlgjKE | 9 - - - 101 18
Martin Mih&lik S1 GAlggKE |9 - - - - - |10/ 18
Martin Micko S1 GAIggKE |9 - - - - - 10] 18
23. Leonard Turcan S3 GJgtBB 8 - 1 7 - - 10|16
24. Martin Salagovic S1 | GAIe)KE |6 - - - - - |0/ 12
25. Jonas Suvak S1 GJarPO - - 5 - 0| 10
26. Michaela Dlugosova | S2 | GKukuPO | 9 - - - - 0| 9
27. - 28. | Kristina Bratkova S3 EGJAK 6 - - 2 - - |10] 8
Juraj Jankovich S3 GJgtBB - - - 8 - -10] 8
29. Jakub Genci S3 GPostKE | 7 - - - - - 10| 7
30. Michaela Borosova S1 GPostKE | O O - - - - ]101] 0

Za podporu a spolupracu dakujeme
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