Cislo 1 Zimny semester 41. roénika (2016/2017)

STROM

Korespondenény matematicky seminar

Vitajte!

Prave ste sa ocitli na prahu nového semestra STROMu. Za pootvorenymi dverami uz
stoja zadania prikladov zimnej série a tiizia po vasom case a pozornosti. Hoci to zatial
vyzerd ako rande naslepo, cakaji vas nadherné mesiace, pocas ktorych sa s nimi viete
spoznaf a zblizit. Nezabudnite ich potesit spravnymi vysledkami a skvele spisanymi
rieSeniami. Zeldme vam, aby va$ pribeh mal §tastny koniec.

S laskou STROMisti

Co je seminar STROM?

Semindr STROM (Sttaz Talentovanych Riegitelov Oblubujiicich Matematiku), organizovany Zdruzenim STROM, je
pokracovatelom najstarsej sitaze svojho druhu v byvalom Cesko-Slovensku, ktord vznikla pod nidzvom Korespondenény
matematicky seminar v roku 1976 v Kosiciach. Tento seminar je bezplatny a je uréeny najmé pre studentov strednych skol,
no do riesenia sa kludne mozu zapojit aj mladsi. Kazdy skolsky rok c¢akaju na riesSitelov dva semestre, v ktorych dostanta
zadania dvoch sérii prikladov.

Ti najlepsi riesitelia sa potom dostani na tyzdnové sistredenie a zaziju vela zabavy. Stustredenia na konci semestrov maji
byt pre ziakov odmenou a zaroven motivaciou pre pokracovanie a zlepsovanie sa v rieSeni matematickych seminarov.

Samotna korespondenc¢nd cast je v priebehu roka doplnovana réznymi akciami. Kazdoro¢ne organizujeme Matboj, mate-
matickd siutaz pre druzstva, ale aj zdbavné hry, vylety alebo Sportové stretnutia. Nasim cielom je ukazat ziakom krasu
matematiky, ¢asto netradiénym a hravym sposobom. Preto diafame, Ze nds seminar a s nim spojené akcie si ndjdu svojich
stalych nadsencov v radoch ziakov, ale aj podporovatelov v radoch ucitelov.

Kosicky Matboj

Uz 16. rocnik tejto stutaze sa uskutocni 21. oktébra 2016 v Kosiciach. Instrukcie k prihlasovaniu na tuto stfaz budua
rozposlané na skoly v druhej polovici septembra. Ak ste o stutazi doposial nepoculi a radi by ste sa dozvedeli viac, zavi-
tajte na https://seminar.strom.sk/sk/matboj/, kde najdete zadania a rieSenia starsich ro¢nikov, respektive do galérie
s fotografiami z minulych Matbojov.

Matematicky kruzok

Aj v skolskom roku 2016/2017 sa na Prirodovedeckej fakulte UPJ S v Kogiciach na Jesennej 5 bude konat v pripade dosta-
toéného zaujmu kazdy tyzden matematicky kruzok, ktory bude zamerany hlavne na pripravu na Matematickt olympiddu
v kategoriach A, B a C.

Krizku sa moze zacastnit ktorykolvek stredoskoldk (ale samozrejme aj Sikovny zdkladoskoldk), ktory sa chce venovat Ma-
tematickej olympidde. Viac o Matematickej olympidde v Kosickom kraji, ako aj o matematickych krizkoch, sa dozvies na
stranke http://umv.science.upjs.sk/mo.
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Pokyny pre riesitelov

Seminar je urceny pre ziakov prvého az stvrtého roc¢nika strednych skél a prislusnych tried osemro¢nych a bilingvalnych
gymnézii. Zapojit sa mdzu aj ziaci nizsich rocnikov; v sufazi maji rovnaké podmienky a vyhody ako prvaci. STROM je
sutaz jednotlivcov.

Prihlasenie do semestra prebieha online, na nasej webovej stranke http://seminar.strom.sk. Ak si novym riesitelom,
alebo este nemas vytvoreny ucet, zaregistruj sa a vypli povinné tdaje v uzivatelskom profile - odkaz Aktualizovat profil
v sekcii Sprava uc¢tu. Tieto tdaje potrebujeme, aby sme sa s Tebou mohli skontaktovat aj v Case, ked nie si v skole
(prézdniny, ...), v pripade pozyvania na sustredenie a tiez, aby sme fa mohli uverejnit v poradi riesitelov aktudlnej c¢asti
seminaru. Na tejto stranke najdes takisto svoje opravené a obodované riesenia, bez ohladu na to, ako si ich poslal.

Prihlaska (vyplnenie profilu) je povinna pre vSetkych riesitelov. Ulohy, ktoré sa nedaju priradit k uzivatelovi s korektne
vyplnenym profilom, nebuda opravené.

Ulohy rieste zdsadne samostatne, neodpisujte, v riefeniach vysvetlujte cely svoj myslienkovy postup ako v Matematickej
olympiade. Svoje riesenia mozete posielat postou alebo cez nasu webovi stranku, nie odovzdévat osobne. Pri opravovani
sa drzime zasady, ze ¢o sa ned4 precitat, nemoze byt ohodnotené bodmi. Preto zvazte, ¢i nenapisete svoje rieSenia na pocitaci.
Riesenia postou zasielajte do uvedeného terminu (rozhoduje ddtum postovej peciatky) na adresu

PF UPJS
STROM
Jesenna 5
041 54 Kosice.

Elektronické odovzdavanie je mozné do uvedeného terminu cez novy webovy portal na stranke seminar.strom.sk.
Stubor s riesenim odovzdate jednoducho po prihldseni do svojho uzivatelského uctu - tlacidlo Odovzdat pri konkrétnom
priklade v sekcii Priklady. Ulohy odovzdévajte primarne vo formate PDF, portal na vase riziko zvladne aj konverziu
z inych forméatov ako je JPG, PNG, ¢i DOC.

V pripade technickych problémov na nasej strane posielajte na e-mailovii adresu riesenia@strom.sk vo formate PDF.

Riesenie kazdej tlohy piste na samostatny papier formatu A4, respektive do samostatného siiboru, na vysku s menom,
skolou, triedou a cislom ulohy. Ak by vdm nebolo jasné zadanie niektorej tulohy, obratte sa na nas prostrednictvom
komentarov k tlohdam na nasej stranke, cez e-mail strom@strom. sk alebo osobne.

Bodovanie tloh zavisi od kvality rieSenia. Za kazdu tlohu moze riesitel ziskat najviac 9 bodov. Body mozete ziskat aj
za Cilastocné vyriesenie zadanych 1loh. Preto sa nebojte poslat aj svoje netiplné riesenia. Do celkového poradia sa zapoci-
tavaju body takto:
stvrtaci, oktava: vsetky vyriesené tulohy
tretiaci, septima: vsetky vyriesené tlohy
druhici, sexta: pat najlepsie vyriesenych tloh plus minimum z tychto piatich dloh
prvaci, kvinta a mladsi: paf najlepsie vyrieSenych tloh plus maximum z tychto piatich tloh

Priklad pouzitia pravidiel:

Styria bratia, stvrtak Vlado, tretiak Fero, druhak Jaro a prvak Marcel, vyriesili vietky tlohy tiplne rovnako (zhodou néhod,
7e) za 3,2,4,1,5 a 4 body. Vlado potom ziskal 34+ 2+ 4+ 1+ 5+ 4 = 19 bodov, Fero tiez ziskal 34+ 2+4+1+5+4 =19
bodov, Jaro (34+2+4+4+5+4)+ 2 =20 bodov a Marcel (3+2+4+5+4)+5 =23 bodov. Jasné, nie?

Varovania (!!!). Body sa samozrejme bez vynimky strhévaji za odpisovanie a za poslanie rieseni po termine. Pri odpisovan{
rozlisujeme podobné riesenia (pocet bodov delime poc¢tom zucastnenych a zaokrihlime nadol) a ,takmer képie®, ktoré
ostdvaji bez bodu. Ak (ndhodou) ndjdete tilohu rieSentd v literatire, uvedte ndzov, autora a stranu, inak riskujete stratu
bodov za odpisovanie (je vSak potrebné napisat aj samotné rieenie). V pripade, Ze nie ste spokojni s bodovym ohodnotenim
vasho rieSenia, moZzete ndm do dvoch tyzdiiov od zverejnenia opravenych rieSeni zaslat e-mailom (na strom@strom.sk)
staznost a ta bude presetrena.

Sustredenie je odmenou pre najlepsich, prilezitostou naucit sa nieCo nové a stretnit sa s ostatnymi riesitelmi. Zucastnia
sa ho najlepsi riesitelia podla zaverecného poradia a ¢lenovia minimalne prvych troch najlepsich druzstiev z Matboja,
ak sa v prislusnom polroku kond. Sustredenie je uréené najmé pre Studentov strednych $kol (a im prislusnych rocnikov na
osemro¢nom gymnéziu), mladsi Ziaci (ti, ktori pocas ststredenia nie st stredoskoldkmi) st pozvani ako nahradnici. Dalsi
A¢astnici a nahradnici st pozyvani podla poradia STROMu a Matboja; nie vSak ti rieSitelia, ktori uz maji maturitu
za sebou.

http://seminar.strom.sk
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Zadania tloh zimného semestra 41. roc¢énika

Nezabudni si vytvorit &i aktualizovat profil na https://seminar.strom. sk.

Prva séria

1 Termin odoslania rieseni: 10. 10. 2016

1.

Dokazte, ze ak je ¢islo n druhou mocninou prirodzeného ¢isla, potom je stucin poslednych dvoch cifier dekadického zapisu
¢isla n péarne dislo.

. Je dany stvorec a 9 priamok. Kazda z tychto 9 priamok deli tento Stvorec na stvoruholniky, ktorych pomer obsahov je

2 : 3. Dokéazte, ze aspon 3 z tychto priamok sa pretinaji v jednom bode.

Bod M lezi na priemere AB kruznice k. Tetiva CD prechiadza bodom M a pretina AB pod uhlom 45°. Dokézte,
7e stcet |CM|? + |DM|? nezavisi od vyberu bodu M.

Pre ktoré realne &fsla ¢ existuji prave dve rézne realne &isla, ktoré st rieSenfm rovnice 23 + (¢ — 1)z + ¢ = 0?

.V pravidelnom n-uholniku je kazda strana aj uhlopriecka zafarbena jednou z n — 1 farieb. Vrchol sa nazyva duhovy,

ak vSetky strany a uhlopriecky, ktoré z neho vychadzaji, maji navzajom rozne farby. Kolko najviac vrcholov méze byt
dthovych?

Do daného ostrouhlého trojuholnika ABC' vpiste trojuholnik K LM tak, aby jeho obvod bol najmensi mozny.

Druha séria

2 Termin odoslania rieseni: 21. 11. 2016

1.

Dokazte, ze v kazdom konvexnom péatuholniku vieme vybrat 3 uhlopriecky tak, ze ich poprekladanim je mozné zostrojit
trojuholnik.

. Nech F, je n-té Fibonacciho ¢islo. Néjdite vSetky dvojice kladnych celych éisel (a, n) také, ze F,, + Fs, + F3, = al + 3.

Do tabulky 4 x 4 st vpisané kladné realne ¢isla tak, ze sicin v kazdej péatici tvaru T je rovny 1. Zistite maximéalny pocet
roznych ¢isel zapisanych v tabulke.

Je dany pravouhly trojuholnik ABC' s preponou AB. Na jeho odvesnidch BC a AC st postupne zvolené také body
K a L, ze |CK| = 2|BK]| a |AL| = 2|CL|. Nech D je péta vysky z vrcholu C trojuholnika ABC. Dokézte, ze body
K, C, L a D lezia na jednej kruznici.

. Dokazte, ze pre Tubovolné kladné ¢isla x a y plati nerovnost

I’Q + 2
T+y > Jry + %
Nech x1, w2, ..., x, su nezdporné redlne cisla, ktorych sucet je 1. Dokazte, ze existujua ¢isla aq, as, ..., an,, z ktorych
kazdé je rovné 0, 1, 2, 3, alebo 4 také, ze
(a1, ag, ..., an) # (2, 2, ..., 2) a 2<ai®y + asxo + ...+ anT, <2+

3n—1"

strom@strom.sk
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Mohlo by sa hodit...

Fibonacciho postupnost: Majme postupnost ¢lenov {F,} . pricom: Fy =0, Fy =lapren >2:F, = F, 1 + F,_».
Téato postupnost sa nazyva Fibonacciho a kazdy jej ¢len je Fibonacciho ¢islo.

Talesova veta: Trojuholnik ABC je pravouhly s pravym uhlom pri vrchole C prave vtedy, ked AB je priemerom kruznice
trojuholniku opisanej.

Tetivovy Stvoruholnik: Tetivovy Stvoruholnik je taky, ktorému sa dé opisat kruznica. Stvoruholnik je tetivovy prave
vtedy, ked je sticet velkosti jeho protilahlych vnitornych uhlov 180°.

Dirichletov princip: Majme n predmetov a m priehradok. Chceme poukladat predmety do priehradok tak, aby kazdy
predmet bol v prave jednej priehradke. Dirichletov princip je jednoduché tvrdenie, Ze ak je n > m (predmetov viac
ako priehradok), tak potom v aspon jednej priehradke budi aspon dva predmety (v silnejsej verzii vieme tvrdit, Ze pri n
priehradkach a asporni kn + 1 predmetoch (pre prirodzené k) existuje priehradka s k + 1 predmetmi).

Tato formuléacia mdze zniet neprakticky, no v rdéznych tlohach méze byt tento princip uzitoény. Predstavte si napriklad ¢isla
ako predmety a zvysky po deleni m ako priehradky. Vyriesite tak tlohu: dokézte, Ze z Iubovolnych 11 prirodzenych ¢isel
viete vybrat dve, ktorych rozdiel kon¢i nulou.

KA - nerovnost: Pre kladné redlne &isla x1, s, ..., z, plati, Ze ich kvadraticky priemer je vadsi, nanajvys rovny (pricom
rovnost nastéva prave vtedy, ked 1 = x93 = --- = x,,), ich aritmetickému priemeru, t.j.

>
n n
AG - nerovnost: Pre kladné redlne ¢isla a1, xo, ..., 2, plati, Ze ich aritmeticky priemer je vA¢Si, nanajvys rovny (pricom
rovnost nastéva prave vtedy, ked 1 = x5 = --- = x,), ich geometrickému priemeru, t.j.
1 + [P + T

> T T,

n

Matematicka indukcia: Ak sa snazime nieco dokézat pre vSetky prirodzené ¢isla pocénic niektorym, sta¢i nam ukéazat
platnost nasho tvrdenia pre toto poc¢iatocné ¢islo a potom ukazat platnost tvrdenia: ,ak naSe tvrdenie plati pre ¢islo n,
potom plati aj pre ¢islo n 4+ 1. Zakladna myslienka takéhoto dokazu sa casto ukazuje na domine. Niekedy sa tieto kvadre
stavaju do dlhého radu tak, aby kazdy pri svojom pade so sebou stiahol na zem aj svojho bezprostredného suseda. Potom
na to, aby spadli vSetky kocky, postaéi zhodenie prvej z nich. Inak povedané, ak vieme, ze n. kocka zapri¢ini pad (n + 1).,
sta¢i ndm zapricinit pad 1. kocky radu.

Za podporu a spolupracu dakujeme
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