Cislo 5 Letny semester 41. ro¢nika (2016,/2017)

STROM

Korespondenény matematicky seminar

SUSTREDKA SA RUSIA

Ahojte riesitelia. Ahojte ostrielani veterani, ktori ste si postupne presli vSetkymi nasimi
semindrmi, ahojte novacikovia, ktorym sa dostal do rik prugkrdt a2 STROM. Rad by
som sa vam podakoval za dlhé roky, ktoré nase seminare riesite a ddvate nam cennt
spatnu vizbu — kazd4 jedna poriadne vyriesena iloha je pre nds v prvom rade znakom,
Ze to, ¢o pre vas vo volnom Case robime, md zmysel. NajvicSou motivaciou (okrem
dobrého pocitu), ktord sme vam vzdy pribalovali k prikladom, bolo, Ze budete moct
raz ist na sustredenie pre najlepsich. O to viac nas mrzi, ze z dévodu nového nariadenia
vlady SR vdm musime vziat aj to jediné lakadlo. Ale nezufajte, nemusi byt vsetko tak,
ako sa na prvy pohlad zda. Uvod napiSe raz RiSo a neraz Veverka, ale trapnu Sifru
v nom by ste mali byt schopni vycitit aspon na jedendst yardov. Ked ju vyrieSite,
pochopite, preco si z vas ohladom ststrediek takto strielam.

vasi STROMisti

TMM

Budes budici rok chodit do prvého alebo druhého ro¢nika na strednej skole? Tak préve pre teba je tu Uzasny a nezabud-
nutelny Tabor mladych matematikov. Pod sa aj ty spolu s nami zabavit od 12. do 20. augusta a zazi leto tvojich snov v RZ
Lucka-Potoky nedaleko Lipian spolu so svojimi oblibenymi kamaratmi aj vedtacimi. Viac informécii ndjdes na webovej
stranke https://matik.strom.sk/. Tak nevdhaj a prihlas sa co najskor na http://prihlasky.strom.sk/tabor, lebo
zostava uz len zopar volnych miest.

1 Opravovali: Ivana Gaskova, Dorota Jarosova I
®  Pocet riesitelov: 50 PP | |

Stvorec s obsahom 5 je pokryty 9 mnohouholnikmi s obsahom 1. Dokézte, Ze existujii dva mnohouholniky, ktorych prienik
mé obsah aspon 1/9.

Riesenie:
Téato tloha sa da velmi elegantne vyriesit sporom. Ako predpoklad si vezmeme opak zadania a teda tvrdime, Ze existuje
také rozlozenie, kde neexistuje prienik dvoch mnohouholnikov va¢si alebo rovny 1/9.

Zo zadania vieme, ze mnohouholniky maji spolu obsah 9 rozloZzeny na ploche 5. To znamend, ze 9 — 5 = 4 je plocha,
ktora pripadd na prieniky. Zaujimaju nas plochy prienikov dvoch mnohouholnikov, ¢o nie je nijak ovplyvnené tym, zZe sa
ich na jednom mieste prekryva viac. V nasom pripade to znamend, ze chceme prekryt kazdy mnohouholnik s kazdym inym
mnohouholnikom, aby bolo prienikov ¢o najviac, a teda aby ich plochy boli ¢o najmensie, ¢o vyc¢islime vztahom 9%8/2 = 36,
lebo kazdy mnohouholnik m4 prienik s 6smimi inymi mnohouholnikmi a este delené 2 preto, ze prienik mnohouholnika A
s mnohouholnikom B je zhodny s prienikom mnohouholnika B s mnohouholnikom A.

Ak teda plochu 4 rozdelime rovnomerne medzi maximélny mozny pocet pléch prienikov, dostaneme 4/36 = 1/9, ¢o je spor
s nasim predpokladom. Ukazali sme, Ze musi existovat asponl jeden prienik s obsahom aspon 1/9, nakolko rovnomerné
rozdelenie je pripadom, v ktorom moézeme dosiahnut najmensie mozné prieniky. Ak by sme plochu prienikov nerozdelili
rovnomerne, na to, aby sme nejaky prienik mohli zmensit, iny by sa musel zvacsit, a teda by opét existoval prienik o velkosti
aspon 1/9.

Komentar: Mnohi z vas prisli na vela peknych myslienok, no posolstvom tejto tlohy by malo byt, Ze aj jednoduché tlohy

A0

a "zjavné” zavery treba vzdy velmi dokladne zdévodnit. RadSej o jednu vetu viac, ako o jeden bod menej! :)


https://seminar.strom.sk/media/uploads/pozvankaucastniktmm2017.pdf
http://prihlasky.strom.sk/tabor
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2 Opravovali: Kristina Mislanova, Dano Ondus I
®*  Pocet riesitelov: 49 e ..

Na tabuli st napisané ¢isla 1, 2, ..., 17. Cisla zotierame tak, Ze z nezotretych ¢isel si vyberieme Iubovolné éislo k a zotrieme
vsetky delitele ¢isla k + 17. Je mozné zmazat vSetky cisla?.

Riesenie:
Na to, aby sme ¢islo z tabule vedeli zmazat, potrebujeme vybrat k, pre ktoré k£ 4+ 17 bude ndsobkom zmazavaného disla.
Pozrime sa na niektoré konkrétne ¢isla a sposob ako ich vieme zmazaf.

Ak chceme zmazat:

e cislo 15 — jediny spdsob je vybrat k = 13
e cislo 13 — jediny sposob je vybrat k=9

e Cislo 9 — mame dve moznosti, a to vybrat £ = 1 alebo k = 10

Bez ohladu na ostatné vyberané ¢isla je z tychto podmienok nutné, aby ¢isla 13, 9 a 1 alebo 10 boli vybrané v tomto poradi.

KedZe 1 je delitel kazdého cisla, tak bude zmazana uz pri prvom zotierani, a teda nemoze ostat na tabuli potom, ¢o sme uz
niekedy vybrali 13 a 9.

Potrebujeme teda niekedy vybrat za k v tomto poradi ¢isla 13, 9 a 10.

Pri zvoleni k = 13 zmazeme vSetky delitele ¢isla k 4 17, ¢ize delitele 30. Takze uz v tomto kroku z tabule zmazeme ¢éislo 10,
a teda nie je mozné zmazat z tabule vsetky ¢isla.

Komentar: Vicsine z vas sa podarilo ukazat podobny spor ako vo vzorovom rieseni. Inou moznostou bolo ukézat, ze na
konci sa ¢islo, ktoré vyberieme ako k, musi samo zmazat, ¢o viedlo k dalsiemu sporu. V tejto tilohe bolo dolezité najst
spor, ktory plati vSeobecne. Rozoberat nejakt konkrétnu moznost mazania, ak chceme ukézat, ze ziadna nevyhovuje, nie je
spravny postup.

3 Opravovali: Zanetka SemaniSinovi, Peto Kovacs I
®  Pocet riesitelov: 36 PT T

Rovnostranny trojuholnik je rozdeleny na n? zhodnych trojuholnikov (napr. obrdzok pre n = 4). Niektoré z nich st oéislo-
vané Cislami od 1 do m tak, Ze susedné cisla st vpisané do susednych trojuholnikov - maji spolo¢ni stranu. Dokazte, ze
m<n?—n+l.

Riesenie:

Ofarbime si trojuholnik ¢iernou a bielou farbou, ako na obrazku. Vsimnime si,
ze susedné trojuholniky vzdy maji réznu farbu, teda aj po sebe nasledujice
¢isla budua vzdy v trojuholniku opacnej farby.

Kedze farby sa pri vpisovani ¢isel striedaju, zaplnime bud rovnako vela bielych
aj ¢iernych poli¢ok alebo z jednej farby o 1 viac. Ciernych poli¢ok je v trojuhol-
niku o n viac nez bielych (v kazdom "poschodi” o 1 ¢ierne viac). Ak teda aj
zaplnime ¢islami vSetky biele policka, ¢iernych policok moézeme zaplnit najviac
o 1 viac. To znamena, ze nam stale zvysi asponn n — 1 nepouzitelnych ¢iernych
policok.

Celkovy pocet poli¢ok je n? a asponi n — 1 ostane voInych, preto pre pocet m
zaplnenych policok plati:

m<n?—(n—1)=n?-n+1,

¢o sme chceli ukazat.

Iné rieSenie: (podla Martina Stevka)
Trojuholnik sme rozdelili na n? mensich trojuholnikov, ktoré maji dokopy 3n? stran. Kazd4 z nich, okrem tych, ktoré st
na obvode (tych je 3n), prislicha dvom trojuholnikom. ”Vnitornych” stran v tomto trojuholniku je preto %(3n2 — 3n).

Predpokladajme, Ze sme nejak vpisali do trojuholnikov danych m ¢isel. Ak po sebe iduce ¢isla pospajame, vznikne nam
cesta, ktora pretne niekolko ”vnuatornych” stran trojuholnika. KedZze z kazdého trojuholnika mohla cesta najviac raz vyjst a
najviac raz vojst, pretina najviac 2 strany kazdého trojuholnika, dokopy teda najviac % . %(3112 —3n) = n? —n "vnitornych”
stran.

http://seminar.strom.sk
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Kedze kazdé cCiara medzi zaplnenymi trojuholnikmi pretina prave jednu ”vnatornu” stranu, pocet ¢iar medzi zaplnenymi
trojuholnikmi je najviac n? —n, a preto pocet zaplnenych trojuholnikov je najviac n? —n+ 1. Inak povedané m < n? —n+1.

Komentar: Uloha dopadla dost dobre, vicsina spravnych rieSen{ sa vydala prvou cestou pomocou rozligenia dvoch typov
trojuholnikov. To, Ze z nejakych dovodov nepouzijeme n — 1 trojuholnikov, odhalili takmer vSetci z vas. Ti, ktori stratili
body, zvéicsa narazili na to, ze v ich postupe pouzili len nejaky priklad pre konkrétny algoritmus, akym budu policka vypiﬁat’,
a tvrdili, Ze ten algoritmus je najefektivnejsi. Ukdzat vSak, Ze naozaj je (Co je k plnému poc¢tu nutné), by vsak dalo vyrazne
viac prace, nez samotna nerovnost.

Na zéver priddvame Statistiku rozliSen{ typov trojuholnikov v rieSeniach (vo vzordku biele a Cierne):
1. Farebné rozliSenie (¢ierne resp. ervené /biele) — 11
2. Smer (hore/dole) — 2
3. Cislovanie (typ 1/ typ 2) — 2
4. Normélnost (normélne/prevratené, klasické/otocené) — 2

5. Tvar (gulicky/stvorceky) — 1

4 Opravovali: Henka Michelova, RiSo Trembecky
® Pocet riesitelov: 43

Biologicka Janka pozoruje chameleéna, ktory chytd muchy. Chameleén ma vsak prespekulované pravidld, ako bude pri chy-
tani muich oddychovat. Pred prvou chytenou muchou oddychuje 1 minttu. Pred kazdou 2m-tou muchou oddychuje tolko
minit, ako oddychoval pred m-tou muchou. Pred kazdou (2m + 1)-ou muchou oddychuje o mintitu viac, ako oddychoval
pred m-tou muchou. Ked skon¢i niekolko minitovy oddych, chameleén okamzite chyti muchu a opéf zacne oddychovat.
Zistite:

1. Kolki muchu chytil chameleén po tom, ¢o prvy krat oddychoval 7 mintat bez chytania?

2. Po akom dlhom oddychu chytil chameleén svoju 2047-mu muchu?

Riesenie:
Na zaciatku si vypiSeme kolko minit bude chameleén cakat pred par prvymi muchami. Aplikovanie pravidiel zo zadania
nechame na vas.

Pozorovanim si sformulujeme nasledujice tvrdenie: Prvykrat bude chameleén oddychovat x mintt pred (2% — 1). muchou
(pre x > 2) a zdroven je toto maximalna doba ¢akania do (2 —1). muchy. Toto tvrdenie dokdZzeme matematickou indukciou.

Pre x = 2 je toto tvrdenie pravdivé. Podla pravidiel zo zadania bude pred prvou muchou ¢akat 1 minatu, pred druhou
muchou bude ¢akat tiez jednu minttu a pred trefou muchou to uz st dve mintty, ¢o je prvy vyskyt dvoch minit (plati:
3 =22 —1). Zaroven plati aj druhd ¢ast tvrdenia — dve mintity si maximalna doba ¢akania do tretej muchy.

Predpokladajme teda, ze pre x nase tvrdenie plati a jeho platnost chceme dokazat pre x + 1. To bude pozostavat z dvoch
¢asti. V prvej treba ukazat, ze pred (2**! —1). muchou bude ¢akat prave x + 1 mintt, v druhej zas to, Ze bude toto ¢akanie
(x + 1 mintt) prvé a maximalne do (2271 — 1). muchy.

o Prvd cast pozostéva iba z aplikovania druhého pravidla zo zadania, a teda ak pred n = (2* — 1). muchou ¢akal x
mintt, tak pred 2n +1=2-(2% —1) 4+ 1 = 2*T! — 1. bude ¢akat o minitu dlhsie, ¢o je x + 1 minit, ¢o sedi.

o V druhej éasti mdme dokézat, Ze je to prva (prvy vyskyt tejto hodnoty) a maximalna doba ¢akania do (2%+! — 1).
muchy. Ak by to neplatilo, kde sa to mohlo porusit?
Do (2* — 1). muchy vieme, Ze najdlhsie ¢akanie bolo z minit (predpoklad), takze tam cakanie dlhsie alebo rovné
x + 1 byt nemoze. Muselo by sa teda nachadzat pred muchami v intervale < 2%, 2%+1 — 3 > alebo pred (22! — 2).
muchou. O ¢akaniach v tomto intervale vieme, ze ich generujeme z podobného intervalu < 2271,2% — 2 > striedavym
pouZivanim prvého a druhého pravidla zo zadania (mucha 27~! generuje (2%). a (2% + 1). muchu, 2°~! + 1 generuje
2% +2a 2% +3, .., 2% — 2 generuje 2*T! — 4 a 2+! — 3). Hodnoty ¢akani z nasho intervalu st teda bud rovnaké, alebo
o 1 vécsie, ako hodnoty z mensieho intervalu. Z predpokladu vieme, Ze prvy vyskyt cakania x je az pred (2% — 1).
muchou, preto o ¢akaniach v mensom intervale vieme, Ze st ostro mensie ako z, teda po pripoc¢itani 1 budi ostro
mensie ako x + 1.
Zostava nam (27t —2). mucha. Cakanie pred tiou dostdvame prvym pravidlom z muchy é&islo 2% — 1, teda ma ¢akanie
 minut. To je stile mensie ako = + 1.
Overili sme vetky hodnoty do (227! —1). muchy a nikde sa nevyskytlo ¢akanie dlhsie ako z, preto je (z+ 1)-mintitové
¢akanie pred (2**! — 1). muchou naozaj prvé a maximélne.
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Tym sme dokazali nase pociatocné tvrdenie a toto tvrdenie uz len aplikujeme na nase podilohy.

1. Chceme zistif poradie muchy, pred ktorou prvykrat chameleén ¢aks 7 minit, teda to bude 27 — 1 = 127. mucha.

2. 2047-mu muchu vieme prepisat ako (2!! — 1). muchu, teda chameleén bude pred fiou ¢akat 11 mindit.

Iné riesenie:

Nasim predpokladom bude, Ze pocet minut, ktoré ¢aka chameledén pred n-tou muchou, bude ciferny sucet ¢isla n zapisaného
vo dvojkovej ststave (napr. ¢islo 5 zapiseme v dvojkovej sistave ako 101, teda chameleén bude cakat 2 mintity). Nas ddkaz
bude opéat matematickou indukciou.

Pred prvou muchou chameleén ¢aka 1 minttu, pricom mucha ¢islo 1 ma dvojkovy zapis 1, teda pre prvé ¢islo nase tvrdenie
plati. Overime si to aj pre druhi muchu: (2)10 = (10)2, ¢o je opét jedna mintta.

Predpokladajme teda, ze pre hodnotu n nase tvrdenie plati, a teraz dokazeme, ze bude platit aj pre hodnoty 2n a 2n + 1.

e 2n: Podla prvého pravidla zo zadania sa pocet minit nezmeni oproti n, teda chceme dokazat, Ze sa nezmeni ani ciferny
stucet v dvojkovom zéapise. Vyndsobenie ¢isla dvojkou vSak v zapise ¢isla v dvojkovej sustave iba pridava jednu cifru 0
na koniec a inak zadané Cislo nemeni. Teda sa nezmeni ani ciferny stcet. V tomto pripade nase tvrdenie plati.

e 2n + 1: Podla druhého pravidla zo zadania sa podet minit mé zvysit o 1 (vocéi n). Teda toto pravidlo mé platit aj
o cifernom sucte ¢isla v dvojkovom zapise. Vynasobenie ¢isla dvojkou a pripocitanie jednotky v dvojkovom zapise
znamena iba pridanie cifry 1 na koniec ciferného zapisu a zvysSok c¢isla sa nezmeni. Z toho nam vyplyva, ze sa ciferny
sucet zvysi o 1, ¢o bolo nasim cielom.

Takto sme dokazali nase tvrdenie a teraz ho iba aplikujeme na obe casti tilohy.

1. Chceme vediet, kedy bude chameleén ¢akat 7 miniat, ¢o znamend, Ze toto ¢islo v dvojkovom zapise obsahuje prave
sedem cifier 1 a zvy$né budd iba 0. 7 minit mé cakat prvykrat, preto chceme najmensie také ¢islo. Tym je teda:
(1111111)5 = (127)10.

2. Plati: (2047)10 = (11111111111)5, teda pred 2047 muchou bude ¢akat 11 minit.

Komentar: Uloha, ako hovoria body, nebola vobec tazké. Vidsina z véas stratila body hlavne za prvi ¢ast, kde tvrdenie,
ktoré je spomenuté vo vzorovom rieSeni (resp. akékolvek slabsie od neho), sice bolo sformulované, ale nenapisali ste dosta-
toény dokaz tohto tvrdenia, za ¢o sme vam nemohli daf plny pocet bodov. Do budiicnosti preto aj pri takychto Tahsich
tlohéch nenechéavajte tvrdenia iba v rovine ”vsimol som si”, ale dokazte ich.

5 Opravovali: Mato Vodic¢ka, Roman Startio I
®  Pocet riesitelov: 15 Y | PO

Je dany tetivovy patuholnik ABCDE taky, ze |AB| = |BC|. Bod P je priese¢nik priamok BE a AD a bod @ je prieseénik
priamok C'E a BD. Priamka uréend bodmi PQ pretne opisant kruznicu v bodoch X, Y. Dokdzte |BX| = |BY|.

Riesenie:

Najprv ukazeme, ze priamka AC je rovnobeznd s XY. Vsimnime si, ze:
|9 ADB| = |4 BEC]| pretoze to si obvodové uhly, ktoré prislichaja rovnako
dlhym tetivim. To tiez znamend, ze | PDQ| = | PEQ)|, takZe $tvoruholnik
PQDE je tetivovy (vrcholy zhodnych uhlov < PEQ a 4 PDQ lezia v jednej
polrovine s hrani¢nou priamkou PQ), a preto |SEDP| = | EQP|. Teraz
nam ostéva uvedomit si, ze |[{ ECA| = | EDA| (obvodové uhly nad tetivou
AE). Dostévame tak, Ze | EQX| = | ECA|. Tieto uhly su teda sihlasné a
AC||XY . Zvysok tilohy je uz zrejmy. Stvoruholnik ACY X musi byt rovnora-
menny lichobeznik (kedZe je tetivovy), a teda |AX| = |CY|, takze aj prislusné
kruznicové obliky majt rovnaku dizku. Zo zadania tiez obliky nad AB a BC
maji rovnaki dizku, a preto aj obliky nad BX a BY st rovnako dlhé. Z toho
ale hned plynie, ze |BX| = |BC|, ¢o sme chceli mat.

Komentar: Dobrym tipom do budtcna je to, aby ste sa snazili v rieseni vyuzit
vsetky informécie zo zadania. Ak ,vyriesite“ tlohu bez toho, Ze by ste vobec
vyuzili body P a @, tak to asi nebude dobré. Mnohi ste v tlohe vo velkom hladali rovnaké uhly s vyuzitim kruznic. To je
vSak uzito¢né aj otocit a najst v atvaroch kruznice s vyuzitim rovnakych uhlov (tak ako sme my nasli PQDE).
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6 Opravovali: Janka Baranova, Matus Hlavacik I
®  Pocet riesitelov: 18 [ T

Nech a, b, ¢ st kladné realne cisla také, ze abc = 1. Dokazte, ze

a+b+c+3 1 1 1
> + + .
4 a+b a+c c+bd

Riesenie:

Najprv si vSimneme, ze nerovnost si vieme rozdelit na tri navzajom obdobné nerovnosti tak, ze ich séitanim dostaneme
nerovnost, ktori mame dokéazat.

a+1 1 b+1 1 c+1 1
4 2b+c 4 2a+c 4 2aer

Teraz si ukdZeme dokaz jednej z nich (zvy$né dve nechdme na Citatela ;-)).

Lava strana ndm pripomina aritmeticky priemer ¢isel a a 1. Z AG nerovnosti vieme, ze

1
s va

preto lavéd strana nasej nerovnosti je vacsia alebo rovnd ako v/a/2.
Teraz sa pozrieme na pravu stranu. Vyuzijeme, ze abc = 1, a teda b = 1/ac a ¢ = 1/ab. Po dosadeni dostavame

1

1, 1
ac+ab

)

¢o nam pre zmenu pripomina harmonicky priemer ¢isel ac a ab. Z GH nerovnosti vieme, ze

2
Vac-ab> ——~.
—_ + —_
ac ab
Po vyuzit{ faktu zo zadania, ze abc = 1, dostdvame na lavej strane G H nerovnosti v/a, a preto pravd strana nasej nerovnosti

je mensia alebo rovnd ako \/a/2.

Dokopy dostavame, ze

a+1>@> 1 _ 1’
4 _2_$+$ b+c

¢o je to, ¢o sme chceli dokazat. Obdobnym dékazom dostaneme zvy$né dve nerovnosti a ich s¢itanim nerovnost zo zadania.

Komentar: Tato tloha nebola tazka, ¢o dokazuje aj mnozstvo roznych rieseni, ktoré ste nam k tejto tlohe poslali. Naozaj
ocenujeme vasu kreativitu ;-). Jedinou zdsadnou chybou pri vasom rieSeni bolo, Ze ste namiesto dokdzania nerovnosti iba
vyskusali nejaké konkrétne dosadenia, respektive nezvladli dokazat vsetky pripady, do ktorych ste si tlohu rozdelili.

Poradie po 1. sérii Letného semestra 41. rocnika

P. Meno a priezvisko | Kat. Skola 1. 2. 3. 4. 5 6.|H|CS

1. -2. Martin Stevko S2 GAlggKE |9 9 9 7 9 9]0 | 54
Sara Kutkova S3 HERH 9 9 9 9 9 9]0 54

3. -5. Peter Ondus S3 | SpMNDaG |7 9 9 9 9 9|0 52
Samuel Krajci S2 GAlgjKE 9 - 9 8 9 9]0 52

Miroslav Macko S1 LEAF 79 9 9 9 - |0 52

6. -7. Filip Csonka S2 GAlgjKE 9 9 9 7 9 - 1]0]50
Martin Mih&lik S2 GAlejKE 79 9 9 9 - ]0]50

8. Jakub Pravda S1 [SpMNDaG |9 9 9 9 3 3|0 | 48

9. Matej Hanus S1 GPostKE | 8 9 9 9 2 - | 0] 46
10. Michal Masrna S1 GPostKE |8 9 9 9 - - | 0| 44
11. - 12. | Branislav Pastula S1 GPostKE 8 9 - 7T - 9]0 42
David Péasztor S1 GJarPO 9 6 6 9 3 - 1]0/| 42

13. - 14. | Rébert Sabovcik S1 GPostKE |9 9 9 5 - - |0/ 41
Timea Szollésova | S1 GAMCA |8 9 9 6 - - |0]4
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P. Meno a priezvisko Kat. Skola 1. 2. 3. 4. 5. 6.|H|CS
15. - 16. | Michaela Bobenicova | S2 GPostKE 9 9 9 8 2 -10/| 39
Dorota Porubska S1 GLeoBJ 7T 9 3 7 4 -1]101]39
17. Tomas Ganz S1 SpMNDaG |7 9 9 4 - 01]0] 38
18. - 19. Patrik Palovéik S1 GPostKE |9 9 - 9 -1 01 36
Klara Hricova 79 ZKrodKE 9 9 - 6 - 3]0 36
20. - 23. Martin Masrna S3 GPostKE |9 9 9 7 - 1]0] 35
Martin Starovic S1 GAMCA 9 9 8 - - -10] 35
Matej Tarca S1 GPostKE [ 8 9 - 9 - 0] 35
Alex Chudic S1 | SpMNDaG |8 9 - 9 - - 10/ 35
24. - 25. Martin Spisak S3 GAlejKE 9 9 9 7 - -10| 34
Norbert Michel 79 ZKrodKE 1 7 8 9 - -10] 34
26. Stefania Glevitzka S2 GVBN 7 9 - - 6 9]0 31
27. Michal Vorobel 79 GJarPO 9 - 3 9 - -1]101]30
28. Radovan Lascsak S1 GPostKE -9 3 8 - -101]29
29. Viktéria Brezinova S2 GAlejKE 9 8 2 9 - - 10|28
30. - 34. Lujza Milotova 79 ZBruskE |4 7 2 7 - - 10|27
Gabriela Genciova 79 ZKrodKE |9 9 - - - - | 0|27
Jan Richnavsky 79 ZKrodKE |6 3 9 - - - |[0] 27
Tatiana Bielakova S1 GAMCA 9 9 - - - -10|27
Daniel Magula S3 PiarG 9 9 9 - - - 10|27
35. - 36. | Michaela Rusndkova | Z9 GAlejKE 17 9 - - 10|26
Barbora Baran¢ikovd | S1 | SpMNDaG [ 8 9 - - - - |0 | 26
37. - 39. Benjamin Mravec S1 GPostKE -9 - 7 - -10] 25
Simona Sabovéikova 79 ZKrodKE 7T 8 2 - - - 10|25
Miriam Magociova S1 GPostKE -7 - 7T - 4101 25
40. Jakub Farbula 79 GAlejKE 9 - - 6 - -]10]|24
41. - 42. Jonas Suvik S1 GJarPO 19 3 - - 1]0] 23
Martin Albert Gbur S1 GPostKE |9 - - 5 - - |0 23
43. Vratislav Madac S2 GAlejKE 7T - 9 6 - -1]0]22
44. Jakub Venglik S2 GPOHKK [0 7 2 8 1 2|0/ 21
45. - 46. Dominika Nguyen 79 GAlejKE 6 2 - 6 - -1]101]20
Andrej Pankuch 79 GAlegjKE | 6 - 7T - -10]20
47. - 49. Tom&s Chovancak S1 GPostKE | 9 - - - 10] 18
Samuel Novak S1 GPostKE -9 - - - - 10 18
Dominika Jurasova S1 | SpMNDaG |8 2 - - - - ]0] 18
50. Marek Koman S3 GAlejKE 4 9 - 4 - - |0 17
51. - 53. Samuel Chaba S2 GAlejKE 9 - - 7 - -1]10]16
Ondrej Tomasik S1 GJgtBB - 8 0 - - -]101]16
Lucia Hlavacikova S3 | GCharkkKE | 7 9 - - - 00| 16
54. - 55. | Michaela Dlugosova S3 | GKukuPO | - - 3 7 - - 10|10
Juraj Vlasic¢ S2 GAEmBA | - 1 1 7 - 1|0/ 10
56. - 59. Martin Salagovic¢ S2 GAlejKE 9 - - - - -1019
Erik Berta S2 GAlejKE 2 - 0 7 - -101|9
Katarina Kulkova S3 GPostKE - 9 - - -101] 09
Réberta Jurikova S2 GVBN - - - - 91019
60. Klara Kapustova 79 Gympk -0 1 - 0 010 2
61. Eduard Cekel S1 TA -0 0 0 - 0|0/ 0
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1. Dokazte, ze ak p, ¢ st kladné celé ¢isla ¢isla, tak kladnym celym cislom je aj

10PT9 4+ 2.109 +2- 107 4- 4
36 '

2. Dokazte, Ze v lubovolnom konvexnom mnohouholniku (okrem rovnobeznika) mozno vybrat tri strany tak, aby priamky
nimi urcené tvorili trojuholnik, v ktorom je dany mnohouholnik obsiahnuty.

3. V kazdom vrchole stvorca mame 1 kamienok a v kazdom kroku moézeme previest nasledujicu operaciu: z Iubovolného
vrcholu zoberieme niekolko kamienkov (najviac tolko, kolko ich tam je) a priddme dvakrit viac kamienkov na niektory
zo susednych vrcholov. Je to mozné robit tak, aby sme na konci vo vrcholoch dostali (zaradom po obvode) 2016, 2015,
2017 a 2016 kamienkov?

4. Néjdite vSetky kladné celé ¢isla n, ktoré sa nedaju zapisat v tvare n = [a,b] + [b,c] + [, a], pricom a, b, ¢ mozu byt
Tubovolné kladné celé ¢isla. Pozn: [a, b] oznacuje najmensi spoloény nasobok &isel a, b.

5. Na odvesniach AC a BC' pravouhlého trojuholnika ABC' st zvolené postupne body K a L a na prepone bod M tak, ze
plati |AK| = |BL| = a, |KM| = |LM| = b a uhol KML je pravy. Dokéazte, Zze a = b.

6. Univerzalnou postupnostou éisel 1, 2, ..., n nazveme takd (koneénil) postupnost tychto éisel, Ze vy¢iarknutim niektorych
jej ¢lenov z nej dostaneme lubovolnt permutaciu tychto éisel (napr. 1, 2, 3, 1, 2, 3, 1 je univerzdlna postupnost ¢isel
1, 2, 3, lebo lahko preverime, ze vSetky permutécie, t.j. 1,2,3; 1,3,2; 2,1,3; 2,3,1; 3,1,2; 3,2,1 vzniknt vyc¢iarknutim
niektorych jej ¢lenov). Najdite najkratsiu univerzalnu postupnost ¢isel 1, 2, 3 a potom aj ¢isel 1, 2, 3, 4 a dokazte, Ze
kratsie neexistuju.

Za podporu a spolupracu dakujeme
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