Cislo 4 Letny semester 42. ro¢nika (2017/2018)

STROM

Korespondenény matematicky seminar

Vitajte,

tak ako kazdy rok, aj tentoraz zacal novy rok. Navyse uz tradi¢ne zacal v januari. Hoci nie sme historici, povedali sme si, ze
by sme aj my mohli spravit nieco tradi¢né. A tak sme pre vas nasli 12 prikladov, ktoré sice nie si rovnaké ako pred rokom,
ale to vas snad nezastavi.

Navzdy vasi STROMisti

Naboj

Nezadrzatelne sa k ndm blizi aj najvicsia timova stutaz roku a to nas oblibeny Naboj. Tento rok sa uskutocni 23. 3. 2018.
Zapoja sa mestd Bratislava, KoSice, Praha, Opava, Passau, Linz, Krakov, Wroclav, Varsava, Gdyna, Budapest, Veszprém
a Edinburgh, takze konkurencia bude naozaj vysoka. Ak o sutazi vela neviete a chceli by ste sa so svojou skolou zapojit,
pripadne ziskat nejaké informécie naviac, navstivte http://math.naboj.org/. Detaily sa budu ¢oskoro posielat aj na gkoly.
STROMici sa na vds uz tesia v Kosiciach :)

2% z dani

Aj tento rok mozu vasi rodi¢ia venovat 2% zo svojich danf verejno—prospesnym organizdcidm ako sme my (dokonca niektor{
az 3%).

Peniaze ziskané z 2% v STROMe vyuzivame na pokrytie ¢asti ndkladov spojenych s aktivitami pre vas (kopirovanie
Casopisov, postovné, ceny na stutaziach, aktivity na stistredeniach,...).

Chceme vas preto poprosit, aby ste rodicom, ¢lenom svojej blizkej aj vzdialenej rodiny, susedom a kludne aj cudzim Iudom na
ulici porozpravali o nasich aktivitach a poprosili ich, aby svojou troskou podporili nasu dobrovolnicku ¢innost a pomohli tym
skupine mladych cielavedomych Tudi zabezpecujicich chod tychto tizasnych seminarov, ktoré tak zboznujete. Porozpravajte
im, ¢o pre vas znamend sustredenie, ¢o vam dava rieSenie 1iloh seminaru a vysvetlite im, Ze takto podporia aj vas rozvoj a
prispeju k zmysluplnému traveniu vasho volného casu.

Potrebné informécie o tom, ako darovat 2%, ndjdete na stranke https://zdruzenie.strom.sk/sk/zdruzenie/2percenta/
a radi vdm zodpovieme na Tubovolné otazky ohladom nasej podpory aj mailom na info@strom.sk. Dakujeme!


http://math.naboj.org/
https://zdruzenie.strom.sk/sk/zdruzenie/2percenta/
mailto:info@strom.sk

2017/2018 2 STROM

Pokyny pre riesitelov — POZOR ZMENY

Seminar je urceny pre ziakov prvého az stvrtého roc¢nika strednych skél a prislusnych tried osemro¢nych a bilingvalnych
gymnézii. Zapojit sa mozu aj ziaci nizsich rocnikov, v sutazi maji rovnaké podmienky a vyhody ako prvaci. STROM je
sutaz jednotlivcov a riadi sa organizacnym poriadkom zaregistrovanym na Ministerstve skolstva, vedy, vyskumu a Sportu
Slovenskej republiky pod ¢islom 2016-9485/41562:71-10EQ.

Registracia

Koresponden¢ny matematicky seminar STROM je jednou z aktivit ndrodného projektu IT Akadémia - vzdelavanie pre 21.
storoéie (https://itakademia.sk). Pred tym, ako odosles prvé priklady (postou alebo elektronicky), je preto potrebné,
aby si sa na tuto aktivitu prihlasil.

Ak si sa zapojil do niektorej z nagich aktivit v rdmci ndrodného projektu, tak uz mas konto na portali https://registracia.
itakademia.sk. V takomto pripade staci, ak sa prihlasi§ na aktivitu Koresponden¢ny matematicky semindr STROM
na tomto portali.

Ak este nie si registrovany v projekte, vypln kontaktné idaje v dotazniku, ktory najdes na stranke seminara, a my ti konto
vytvorime.

Registracia je povinnd, ak chces, aby tvoje rieSenia boli opravené. Vdaka tomu, ze seminar je jednou z aktivit projektu,
su vsetky aktivity v rdmci neho pre teba bezplatné, a tak, ak sa budes snazit, budes sa moct ziacastnif ststredenia v
Danisovciach bezplatne a pre najlepsich troch riesitelov st pripravené knizné poukazky.

V pripade, ze més akékolvek otdzky k registracii, nevihaj nas kontaktovat e-mailom na sutaze@itakademia.sk.

Prihlasenie do semestra prebieha online, na nasej webovej stranke http://seminar.strom.sk. Ak si novym riesitelom,
alebo este nemas vytvoreny ucet, zaregistruj sa a vypln povinné tdaje v uzivatelskom profile — odkaz Aktualizovat profil
v sekcii Sprava ucétu. Tieto udaje potrebujeme, aby sme sa s Tebou mohli skontaktovat aj v case, ked nie si v skole
(napr. prazdniny), v pripade pozyvania na sistredenie a tiez, aby sme ta mohli uverejnit v poradi riesitelov aktudlnej ¢asti
seminaru. Na tejto stranke najdes takisto svoje opravené a obodované riesenia, bez ohladu na to, ako si ich poslal.

Prihl4ska (vyplnenie profilu) je povinna pre vSetkych riesitelov. Ulohy, ktoré sa nedaju priradit k uzivatelovi s korektne
vyplnenym profilom, nebuda opravené.

Ulohy rieste zasadne samostatne, neodpisujte, v rieSeniach vysvetlujte cely svoj myslienkovy postup ako v Matematickej
olympiade. Svoje riesenia mozete posielat postou alebo cez nasu webovu stranku, nie odovzdavat osobne. Pri opravovani sa
drzime zéasady, ze ¢o sa neda precitat, nemdze byt ohodnotené bodmi. Preto zvazte, ¢i nenapisSete svoje riesenia na pocitaci.
Riesenia postou zasielajte do uvedeného terminu (rozhoduje ddtum postovej peciatky) na adresu

PF UPJS
STROM
Jesenna b
041 54 Kosice.

Elektronické odovzdavanie je mozné do uvedeného terminu cez novy webovy portal na stranke seminar.strom.sk.
Stubor s riesenim odovzdate jednoducho po prihldseni do svojho uzivatelského uctu - tlacidlo Odovzdat pri konkrétnom
priklade v sekcii Priklady. Ulohy odovzdavajte primarne vo formate PDF, portal na vase riziko zvladne aj konverziu z
inych formatov ako je JPG, PNG, ¢i DOC.

V pripade technickych problémov na nasej strane posielajte rieSenia na e-mailovi adresu riesenia®@strom.sk vo forméte
PDF (kazdy priklad v samostatnom siibore), najneskor v den terminu série do 22.00 (pozor na to, Ze maximélna velkost
mailu je 10MB). Tento sposob odovzdania je len nidzovy a v pripade nedodrzania podmienok tlohy nebudd opravené.

Riesenie kazdej tlohy piste na samostatny papier formatu A4, respektive do samostatného stiboru, na vysku s menom,
skolou, triedou a ¢islom tulohy. Ak by vam nebolo jasné zadanie niektorej tlohy, obrifte sa na nés prostrednictvom
komentarom k tiloham na nasej stranke, cez e-mail strom@strom. sk alebo osobne.

V pripade, ze sa rozhodnete svoju tlohu riesit prehladanim vsetkych mozZnosti, napriklad pomocou nejakého programu,
je nutné ukazat, ze ste prehladali vSetky moznosti a vas program pracoval spravne. Za riesenie programom bez popisu
a vysvetlenia, preco program funguje korektne, nebudiu udelené body. Ak do riesenia prikladite akykolvek kéd, musi to
byt nutne pseudokdd s patricnymi komentarmi Citatelny pre akéhokolvek cloveka. Nepredpoklada sa, ze kazdy opravovatel
pozné vsetky programovacie jazyky.

Bodovanie tloh zavisi od kvality riesenia. Za kazdu tlohu moze riesitel ziskat najviac 9 bodov. Body mozete ziskat aj za
Ciastocné vyrieSenie zadanych tloh. Preto sa nebojte poslat aj svoje netiplné riesenia. Do celkového poradia sa zapocitavaja

http://seminar.strom.sk
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body takto:
Stvrtaci, oktava: vsetky vyriesené tlohy
tretiaci, septima: vsetky vyriesené ulohy
druhici, sexta: pit najlepsie vyriesenych tloh plus minimum z tychto piatich dloh
prvaci, kvinta a mladsi: patf najlepsie vyrieSenych tloh plus maximum z tychto piatich tloh

Priklad pouzitia pravidiel:

Styria bratia, stvrtak Vlado, tretiak Fero, druhak Jaro a prvak Marcel, vyriesili vetky tlohy tiplne rovnako (zhodou nahod,
7e) za 3,2,4,1,5 a 4 body. Vlado potom ziskal 34+ 2+ 4+ 1+ 5+ 4 = 19 bodov, Fero tiez ziskal 34+2+4+1+5+4 =19
bodov, Jaro (34+2+4+4+5+4) + 2 =20 bodov a Marcel (3+2+4+5+4)+5 =23 bodov. Jasné, nie?

Riesenia po termine

V pripade, Ze svoje riesenie posles po termine odovzdania, riesenie ti opravime len v pripade, Ze nam bude dorucené do
Styroch dni od terminu série. V tomto pripade ti za oneskorenie strhneme body. Body sa strhavaja nasledovne, podla dlzky
omeskania:

e do 24 h: 2/3 bodov zaokrthlené nahor
« viac ako 24h a do $tyroch dni: 1/2 bodov zaokriihlené nahor

o viac ako Styri dni: rieSenie neopravujeme

Vo vynimoc¢nych pripadoch mézeme body za rieSenie neznizit.
Opisovanie

Body sa samozrejme bez vynimky strhdvaji aj za odpisovanie. Pri odpisovani rozlisujeme podobné rieSenia (pocet bodov
delime po¢tom ztcastnenych a zaokrihlime nadol) a ,takmer képie®, ktoré ostdvaji bez bodu. Ak (ndhodou) najdete tlohu
rieSend v literatire, uvedte ndzov, autora a stranu, inak riskujete stratu bodov za odpisovanie (je vSak potrebné napisat aj
samotné riesenie).

V pripade, Ze nie ste spokojni s bodovym ohodnotenim vasho riesenia, mézete ndm do dvoch tyzdnov od rozoslania rieseni
zaslat postou staznost a ta bude presetrena.

Sustredenie je odmenou pre najlepsich, prilezitostou naucit sa nie¢o nové a stretnit sa s ostatnymi rieSitelmi. Zacastnuju
sa ho riesitelia koresponden¢nych sérii na zaklade poradia po korespondenénych séridch danej Casti ro¢nika. Stustredenia sa
mozu zicastnit aj Gspesni riesitelia inych matematickych sttazi organizovanych PF UPJS v Kosiciach a Zdruzenim STROM,
ak to kapacitné moznosti umoznia. Ststredenie je urcené najmé pre Studentov strednych skol (a im prislusnych ro¢nikov na
osemro¢nom gymnéziu), mladsi Ziaci (ti, ktorf pocas ststredenia nie st stredoskoldkmi) st pozvani ako nahradnici. Dalsi
A¢astnici a ndhradnici st pozyvani podla poradia STROMu, nie vSak ti riesitelia, ktorf uz maji maturitu za sebou.

strom@strom.sk
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Zadania uloh letného semestra 42. rocnika

Nezabudni si vytvorit & aktualizovat profil na https://seminar.strom. sk.

Prva séria

I Termin odoslania riegeni: 19. 3. 2018

1.

Urcte pocet vSetkych neusporiadanych trojic dvojcifernych prirodzenych ¢&isel a, b, ¢, ktorych siacin abec ma zapis,
v ktorom st vsetky cifry rovnakeé.

. Kolkymi spdsobmi je mozné ofarbit ¢isla 1,2, ...,n ¢ervenou, zelenou a modrou farbou tak, Zze parne ¢isla nie st zelené

a ziadne dve susedné ¢isla nemaju rovnaku farbu?

Kedze Mattusova fenka Bodka je leniva chodit od jedného stromu k druhému, tak jej Matus postavil systém minivlacikov.
Medzi kazdymi dvoma stromami v parku jazdi minivlacik prave v jednom smere. Bodka sa rozhodla, zZe si vyplni cas
tym, Ze si vyberie nejaky prvy strom a potom sa prevezie minivlac¢ikmi tak, ze kazdy strom navstivi prave raz (a medzi
stromami sa bude pohybovat len pomocou minivldéikov). Dokazte, Ze si tak Bodka vie vybrat bez ohladu na to, ako
Matds minivlaciky postavil.

Nech a,b,c > —1 st také redlne ¢éisla, ze a® + b3 + ¢ = 1. Dokézte, Ze a + b+ c+a? + b2 +c? < 4.

. Dany je stvorec ABC'D. N&ajdite mnozinu vsetkych bodov P takych, ze existuje rovnoramenny pravouhly trojuholnik

APQ s pravym uhlom pri vrchole P a bod @ lezi na strane CD.

.V rovine je niekolko priamok, pricom ziadne tri neprechadzaji jednym bodom a ziadne dve nie st rovnobezné. Tieto

priamky rozdelia rovinu na niekolko oblasti. Dokazte, ze mozeme dat do kazdej oblasti kladné ¢islo tak, aby pre kazda
priamku platilo, ze sticet ¢isel v oblastiach na jednej strane priamky je rovnaky ako stucet ¢isel v oblastiach na druhej
strane.

Druha séria

2 Termin odoslania rieSeni: 7 5. 2018

1.

Néjdite vSetky prirodzené ¢isla n také, Ze vietky tri éisla 2n? 4+ 1, 3n? 4+ 1 a 6n2 + 1 st druhymi mocninami celych &isel.

. Nech p, g st redlne &isla také, e rovnica a® + pr + ¢ = 0 m4 tri rdzne redlne rieSenia. Dokazte, e potom plati p < 0.

. Vodka a Tomasko hraji hru na planiku 2018 x 2. Obaja maji 2 x 1 domino bloky, ktoré postupne po jednom pokladaja

na planik (v tahoch sa striedaji a hrd¢ musi v tahu polozit blok na pldn). Tomdasko zacina a moze pokladat bloky len
v horizontédlnom smere (ten, v ktorom mé planik rozmer 2018). Vodka moze pokladat bloky len vo vertikdlnom smere.
Hrac, ktory nevie spravit tah, prehrava. Zistite, pre ktorého z hracov existuje vyherna stratégia.

Kruznica so stredom v bode I je vpisand do stvoruholnika ABCD. Polpriamky BA a CD sa pretinaju v bode P,
polpriamky AD a BC sa pretinaji v bode Q). Za predpokladu, ze P lezi na kruznici opisanej trojuholniku AIC dokazte,
ze @ tiez lezi na tejto kruznici.

. Néjdite najmensie prvocislo, ktoré sa nedd zapisat v tvare 2% — 3°|, kde a, b sti nezdporné celé éisla.

Najdite vsetky funkcie f : (0,4+00) — (0, +00), ktoré vyhovuju stcasne nasledujicim trom podmienkam:
1. pre Iubovolné nezédporné redlne ¢éisla x, y také, Zze = + y > 0, plati rovnost f(z - f(y)) - f(y) = f(zy/(x +y)),
2 f(1) =0,

3. f(z) > 0 pre Iubovolné = > 1.

http://seminar.strom.sk


https://seminar.strom.sk
http://seminar.strom.sk

STROM 5 2017/2018

Autori zadani tloh: Tom&$ Babej, Zaneta Semanisinovd, Kristina Mislanova, Roman Statio, Daniel Ondus, Martin
Vodicka, Jakub Genci

Mohlo by sa hodit...

Geometria

Talesova veta: Trojuholnik ABC je pravouhly s pravym uhlom pri vrchole C' prave vtedy, ked AB je priemerom kruznice
opisanej trojuholniku ABC.

Veta o obvodovom a stredovom uhle: Majme oblik AB na kruznici so stredom S. Uhol ASB sa nazyva stredovy uhol
k obliku (nad tetivou) AB. Nech X je Iubovolny bod na dlhSom obliku AB, potom uhol AX B sa nazyva obvodovy k
obliku (nad tetivou) AB a jeho velkost je rovnaka pre kazdu polohu bodu X, a to polovica velkosti prislusného stredového
uhla.

Tetivovy Stvoruholnik: Tetivovy Stvoruholnik je taky, ktorému sa da opisat kruznica. Stvoruholnik je tetivovy préve
vtedy, ked je stucet velkosti jeho protilahlych vnitornych uhlov 180°.

Nerovnosti
KA - nerovnost: Pre kladné redlne ¢&isla x1, xa, ..., z, plati, Ze ich kvadraticky priemer je vi¢si, nanajvys rovny (pricom
rovnost nastéva prave vtedy, ked 1 = x5 = - -+ = x,,), ich aritmetickému priemeru, t.j.
2 2
x1+.+xn > x1+...+xn
n - n '
AG - nerovnost: Pre kladné redlne ¢isla x1, z2, ..., x, plati, Ze ich aritmeticky priemer je va¢si, nanajvys rovny (pri¢om
rovnost nastéva prave vtedy, ked 1 = x9 = -+ - = x,), ich geometrickému priemeru, t.j.
X1 + P + €T
= s o xg,.
n
GH - nerovnost: Pre kladné redlne ¢isla a1, xo, ..., @, plati, Ze ich geometricky priemer je vicsi, nanajvys rovny (pricom
rovnost nastéva prave vtedy, ked 1 = x5 = - -+ = x,,), ich harmonickému priemeru, t.j.
S n
Y xl “ee In > 1 1 -
ot T
Vseobecna priemerova nerovnost: Pre kladné redlne ¢éisla x1, xo, ..., x, definujeme ich priemer p-tého radu ako
N r——
- .
Priemer p-tého rddu ¢&isel a1, xo, ..., 2, je VACSi, nanajvys rovny (rovnost nastdva prave vtedy, ked z; = xo = -+ = x,,),

ich priemeru g-tého radu prave vtedy, ked p > ¢, t.j.

i,/:z:‘ll’qL... erﬁ > </:v'i’Jr... Jrr%
n - n ’

Poznamka. KA, AG a GH nerovnosti st Specidlnymi pripadmi vSeobecnej priemerovej nerovnosti.

Funkcionalne rovnice

Této tématika sa na strednych Skoldch velmi nevyucuje, ale nie je to ni¢ komplikované. Ulohou je len nijst vetky funkcie,
ktoré budu Spiﬁat’ zadanie. Najsilnejsia zbran, ktori mame v rukach, je to, Ze hladand funkcia Spiﬁa dand rovnost pre
vsetky hodnoty premennych z jej definicného oboru. Preto moézeme funkciondlnu rovnicu riesit tak, ze skisime za = a y
dosadzat konkrétne hodnoty alebo vyrazy. Takto odvodime nutné podmienky, ktoré musi hladand funkcia spliiat. Nejde
vsak o podmienky postacujtce, a preto je potrebné vyslednii funkciu do rovnice dosadit a urobit skusku. Viac o tom, ako
riesit takéto tlohy néjdete napriklad tu: https://old.kms.sk/~mazo/matematika/funkcionalne_rov.pdf.

strom@strom.sk
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Matematicka indukcia

Ak sa snazime nieco dokédzat pre vSetky prirodzené ¢isla pocéniic niektorym, staé¢i ndm ukazat platnost ndsho tvrdenia pre
toto pociatocné cislo a potom ukézat platnost tvrdenia: ,ak nase tvrdenie plati pre ¢islo n, potom plati aj pre ¢islo n + 1.
Zakladna myslienka takéhoto dokazu sa Casto ukazuje na domine. Niekedy sa tieto kvadre stavaji do dlhého radu tak, aby
kazdy pri svojom pade so sebou stiahol na zem aj svojho bezprostredného suseda. Potom na to, aby spadli vSetky kocky,
postadi zhodenie prvej z nich. Inak povedané, ak vieme, ze n. kocka zapri¢ini pad (n+1)., staéi ndm zapricinit pdd 1. kocky
radu.

Dirichletov princip

Majme n predmetov a m priehradok. Chceme poukladat predmety do priehradok tak, aby kazdy predmet bol v prave jednej
priehradke. Dirichletov princip je jednoduché tvrdenie, ze ak je n > m (predmetov viac ako priehradok), tak potom v aspon
jednej priehradke budi aspon dva predmety (v silnejsej verzii vieme tvrdit, Ze pri n priehradkach a aspon kn+ 1 predmetoch
(pre prirodzené k) existuje priehradka s k + 1 predmetmi).

Téato formuldcia moze zniet neprakticky, no v réznych tlohach méze byt tento princip uzitoény. Predstavte si napriklad cisla
ako predmety a zvysky po deleni m ako priehradky. Vyriesite tak tlohu: dokézte, ze z lubovolnych 11 prirodzenych cisel
viete vybrat dve, ktorych rozdiel konc¢i nulou.

Nazov STROM - korespondenény matematicky seminar
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