Cislo 1 Zimny semester 43. roénika (2018/2019)

STROM

Korespondenény matematicky seminar

Drahi studenti!

Zapocal deviaty mesiac osemnasteho roku dvadsiatehoprvého storocia
a vy uz viete, ¢o to znamenda. Prvé cislo Styridsiatehotretieho ro¢niku
STROMu je na svete. Uz tradiéne na vas ¢akaji dve Sestice tloh,
ktoré urcia priblizne tridsiatku vyvolenych, ktori dostani dalsi néval ¢isel
zaciatkom zimy. Aby ste nepocitali uplne piate cez deviate, zavitajte aj
do ¢asti Mohlo by sa hodit ... a majte svojich piat pohromade. Prajeme
vam ¢o najviac tloh na deviatku. Dufame, zZe z tohto ¢iselneho tvodu
nevidite dvojmo. A ak by aj éno, je to jedno. Vsetci predsa vieme, Ze
riesitelia STROMu nie sd nuly.

Navzdy vasi STROMisti

Kosicky Matboj

Uz 18. roénik tejto sutaze sa uskutoéni 26. oktébra 2018 v Kosiciach. Instrukcie k prihlasovaniu na tato sitaz budu
rozposlané na skoly v druhej polovici septembra. Ak ste o stutazi doposial nepoculi a radi by ste sa dozvedeli viac, zavi-
tajte na https://seminar.strom.sk/sk/matboj/, kde nijdete zadania a riesenia starsich roc¢nikov, respektive do galérie
s fotografiami z minulych Matbojov.

Pokyny pre riesitelov

Seminar je urceny pre ziakov prvého az Stvrtého roc¢nika strednych skol a prislusnych tried osemroc¢nych a bilingvalnych
gymnézii. Zapojit sa mézu aj ziaci nizsich rocnikov; v sutazi maji rovnaké podmienky a vyhody ako prvaci. STROM je
stutaz jednotlivcov a riadi sa organiza¢nym poriadkom zaregistrovanym na Ministerstve skolstva, vedy, vyskumu a Sportu
Slovenskej republiky pod ¢islom 2016-9485/41562:71-10EQ.

Registracia

Korespondenény matematicky seminar STROM je jednou z aktivit ndrodného projektu IT Akadémia - vzdelavanie pre 21.
storocie (https://itakademia.sk). Pred tym ako odosles prvé priklady (postou, alebo elektronicky), je preto potrebné,
aby si sa na tuto aktivitu prihlasil.

Ak si sa zapojil do niektorej z nasich aktivit v rdmci narodného projektu, tak uz mas konto na portdli https://registracia.
itakademia.sk. V takomto pripade staci, ak sa prihlasis na aktivitu Koresponden¢ny matematicky seminar STROM
na tomto portali.

Ak este nie si registrovany v projekte, vyplin ndm kontaktné udaje v dotazniku, ktory najdes na stranke semindra, a my ti
konto vytvorime.

Registracia je povinnd, ak chces, aby tvoje riesenia boli opravené. Vdaka tomu, ze seminar je jednou z aktivit projektu, sa
vSetky aktivity v rdmci neho pre teba bezplatné, a tak, ak sa budes snazit, budes sa moct zicastnif siistredenia v Danisovciach
bezplatne a pre najlepsich troch riesitelov st pripravené aj knizné poukazky.

S registraciou nech ti pomo6zu rodicia alebo ucitel v skole. V pripade, ze mas ty alebo tvoji rodicia, resp. ucitelia akékolvek
otazky k registracii, nevahajte nas kontaktovat e-mailom na sutaze@itakademia.sk.

Prihlasenie do semestra prebieha online, na nasej webovej stranke http://seminar.strom.sk. Ak si novym riesitelom,
alebo este nemas vytvoreny ucet, zaregistruj sa a vypln povinné idaje v uzivatelskom profile — odkaz Aktualizovat profil
v sekcii Sprava ucétu. Tieto udaje potrebujeme, aby sme sa s Tebou mohli skontaktovat aj v case, ked nie si v skole
(prézdniny, ...), v pripade pozyvania na sustredenie a tiez, aby sme fa mohli uverejnit v poradi riesitelov aktuélnej ¢asti
seminaru. Na tejto stranke najdes takisto svoje opravené a obodované riesenia, bez ohladu na to, ako si ich poslal.
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Prihl4ska (vyplnenie profilu) je povinna pre vSetkych riesitelov. Ulohy, ktoré sa nedaju priradit k uzivatelovi s korektne
vyplnenym profilom, nebuda opravené.

Ulohy rieste zdsadne samostatne, neodpisujte, v riefeniach vysvetlujte cely svoj myslienkovy postup ako v Matematickej
olympiade. Svoje riesenia mozete posielat postou alebo cez nasu webovu stranku, nie odovzdavat osobne. Pri opravovani sa
drzime zasady, ze ¢o sa neda precitat, nemoze byt ohodnotené bodmi. Preto zvazte, ¢i nenapiSete svoje riesenia na pocitaci.
Riesenia postou zasielajte do uvedeného terminu (rozhoduje dédtum postovej peciatky) na adresu

PF UPJS
STROM
Jesenna 5
041 54 Kosice.

Elektronické odovzdavanie je mozné do uvedeného terminu cez novy webovy portdl na stranke http://seminar.strom.
sk. Stbor s riesenim odovzdate jednoducho po prihldseni do svojho uzivatelského étu - tlac¢idlo 0dovzdat pri konkrétnom
priklade v sekcii Priklady. Ulohy odovzdévajte primarne vo forméate PDF, portal na vade riziko zvladne aj konverziu z inych
formatov ako je JPG, PNG, ¢ DOC (rieSenia si po nahran{ radsej skontrolujte).

Jedine v pripade technickych problémov na nasej strane je mozné poslat rieSenia na e-mailovii adresu riesenia.strom@strom.

vo forméte PDF (rieSenia v inom forméte nebudd akceptované).

Riesenie kazdej tlohy piste na samostatny papier formatu A4, respektive do samostatného stiiboru, na vysku s menom,
skolou, triedou a c¢islom tulohy. Ak by vam nebolo jasné zadanie niektorej tlohy, obrifte sa na nés prostrednictvom
komentarom k tloham na nasej stranke, cez e-mail strom@strom. sk alebo osobne.

Bodovanie uloh zavisi od kvality rieSenia. Za kazdu tlohu moze riesitel ziskat najviac 9 bodov. Body mozete ziskat aj za
Ciastocné vyriesenie zadanych tloh. Preto sa nebojte poslat aj svoje netplné riesenia. Do celkového poradia sa zapocitavaja
body takto:
Stvrtaci, oktava: vsetky vyriesené tulohy
tretiaci, septima: vsetky vyriesené tlohy
druhaci, sexta: pat najlepsie vyriesenych tloh plus minimum z tychto piatich dloh
prvaci, kvinta a mladsi: pit najlepsie vyrieSenych tloh plus maximum z tychto piatich tloh

Priklad pouzitia pravidiel:

Styria bratia, stvrtak Vlado, tretiak Fero, druhdk Jaro a prvak Marcel, vyriesili vietky tlohy tplne rovnako (zhodou néhod,
7e) za 3,2,4,1,5 a 4 body. Vlado potom ziskal 34+ 2+ 4+ 1+ 5+ 4 = 19 bodov, Fero tiez ziskal 3+ 2+4+1+5+4 =19
bodov, Jaro (34+2+4+5+4) +2 =20 bodov a Marcel (3+2+4+5+4) +5 = 23 bodov. Jasné, nie?

Riesenie zaloZené na vyuziti vypoctovej techniky spravidla nebude ohodnotené vysokym poc¢tom bodov.

Hodnotené budi len tie Casti rieSenia, ktorych spravnost je mozné overit v primeranom case.

Riesenia po termine

V pripade, zZe svoje riesenie posles po termine odovzdania, riesenie ti opravime len v pripade, Ze ndm bude dorucené do
Styroch dni od terminu série. V tomto pripade ti za oneskorenie strhneme body. Body sa strhévaja nasledovne, podla dlzky
omeskania:

e do 24 h: 2/3 bodov zaokrtihlené nahor
o viac ako 24h a do Styroch dni: 1/2 bodov zaokrihlené nahor

e viac ako Styri dni: rieSenie neopravujeme
Vo vynimoc¢nych pripadoch mézeme body za rieSenie neznizit.

Varovania (!!!). Body sa samozrejme bez vynimky strhévaji za odpisovanie a za poslanie rieSeni po termine. Pri odpisovani
rozlisujeme podobné rieSenia (pocet bodov delime poc¢tom ztGcastnenych a zaokrihlime nadol) a ,takmer képie, ktoré
ostéavaji bez bodu. Ak (ndhodou) ndjdete tlohu rieend v literatire, uvedte ndzov, autora a stranu, inak riskujete stratu
bodov za odpisovanie (je vSak potrebné napisat aj samotné rieSenie). V pripade, Ze nie ste spokojni s bodovym ohodnotenim
vasho riesenia, mozete nam do dvoch tyzdnov od opravenia rieseni zaslat e-mailom staznost a t4 bude presetrend.

Sustredenie je odmenou pre najlepsich, prilezitostou naucit sa nieco nové a stretnit sa s ostatnymi rieSitelmi. Zacastnuju
sa ho riesitelia korespondenc¢nych sérii na ziklade poradia po koresponden¢nych séridch danej casti roénika. Ststredenie je
urc¢ené najma pre studentov strednych $kél (a im prislusnych ro¢nikov na osemroénom gymnéziu), mladsi ziaci (ti, ktori
pocas stistredenia nie st stredoskoldkmi) st pozvani ako nahradnici. Dalsf t¢astnici a ndhradnici st pozgvani podla poradia
STROMu, nie viak ti riesitelia, ktorf uz maji maturitu za sebou.
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Zadania tloh zimného semestra 43. roc¢énika

Nezabudni si vytvorit & aktualizovat profil na https://seminar.strom. sk.

Prva séria

1 Termin odoslania riesen: 29. 10. 2018

1.

Dokézte, Ze ak st a, b, ¢, d redlne &fsla a ac = 2(b + d), tak ma asponi jedna z rovnic 22 + ax +b=0a 2> +cx +d=0
vSetky korene realne.

. Majme trojuholnik ABC', kde AB je najdlhsia jeho strana. Zvolme bod D tak, aby sa nachddzal na opacnej polpriamke

k BA, teda B je medzi bodmi A a D a zdroveii plati |BC| = |BD|. Dokazte, ze trojuholnik ACD je tupouhly.

Méame n bodov v rovine. Mo6zeme urobif to, ze dva z nich vyberieme a nésledne obidva presunieme do stredu usecky,
ktora ich spaja. Body iba prestvame, ziaden z nich nezanikd. Zistite, pre ktoré n je mozné vzdy presivat dané body
tak, aby vSetky splynuli (boli v jednom bode).

Najdite vietky polynémy P(z) s realnymi koeficientami, ktoré spinaju (2 — 6z + 8) - P(x) = (22 + 2z) - P(x — 4) pre
vSetky redlne cisla x.

. Majme n? bodov rozmiestnenych do mriezky n x n. Z nich ndhodne vyberieme 2n bodov. Dva vybrané body st spojené

zelenou useckou, ak si v rovnakom riadku, a ¢ervenou useckou, ak si v rovnakom stlpci. Dokazte, ze existuje uzavreta
lomend ¢iara s vrcholmi vo vybranych bodoch a so stranami tvorenymi tymito tseckami taka, ze sa farby jej stran
striedaju.

Prirodzené ¢islo n nazveme chutné, ak pre lubovolné dve prirodzené cisla a, b také, ze a +b = n plati, ze aspon jeden zo
a b

zlomkov ¢, 2 mé konecny desatinny rozvoj. Existuje nekonecne vela chutnych ¢isel? Svoje riesenie odovodnite.

Druha séria

2 Termin odoslania riegeni: 3. 12. 2018

1.

Nech ABCD je stvoruholnik, v ktorom existuje kruznica, ktord prechadza stredmi vSetkych stran tohto stvoruholnika.
Dokéazte, ze AC' a BD st na seba kolmé.

. Méme riadok, v ktorom je 1000 ¢isel. Pod tento riadok priddme dalsi tak, Ze pod kazdym ¢islom a je napisand hodnota

f(a), kde f(a) je poCet vyskytov ¢isla a v predchadzajicom riadku. Takto postupne priddvame dalsie riadky. Dokazte,
ze po pridani dostatoc¢ného poctu riadkov budd pod sebou dva rovnaké riadky.

Je dand rovnica zly!z! = t!, kde x, y, z, t st prirodzené ¢isla vicsie ako jedna. Ukazte, ze existuje nekonecne vela Stvoric
(z,y, z,t), ktoré spliaju tito rovnicu. Pozn.: n! je éislon-(n—1)-----2-1.

Majme n nenulovych cisel, ktorych sicet je 0. Ukéazte, ze je mozné ich ocislovat tak, aby platila nerovnost:

a1az + azas + -+ ana; <O0.

. Dokéazte, ze Tubovolné celé ¢islo moze byt napisané ako stucet 5 tretich mocnin celych ¢isel.

Nech ABC je ostrouhly trojuholnik s |AB| < |AC|. Nech M, N st postupne stredy strdn AB a AC a nech AD je vyska
v tomto trojuholniku. Na tsecke M N zvolime taky bod K, Zze |BK| = |CK]|. Polpriamka K D pretina kruznicu opisant
trojuholniku ABC v bode Q. Dokézte, ze body C, N, K, @ lezia na jednej kruznici.

Autori zadani tloh: Zaneta Semanisinova, Martin Masrna, Kristina Mislanova, Roman Stano, Peter Kovécs, Daniel
Ondus, Jakub Gen¢i

strom@strom.sk
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Mohlo by sa hodit

Geometria

Veta o obvodovom a stredovom uhle: Majme oblik AB na kruznici so stredom S. Uhol ASB sa nazyva stredovy uhol
k obliku (nad tetivou) AB. Nech X je lubovolny bod na dlhSom obliku AB, potom uhol AX B sa nazyva obvodovy k
obliku (nad tetivou) AB a jeho velkost je rovnaka pre kazdu polohu bodu X, a to polovica velkosti prislusného stredového
uhla.

Tetivovy Stvoruholnik: Tetivovy Stvoruholnik je taky, ktorému sa dé opisat kruznica. Stvoruholnik je tetivovy prave
vtedy, ked je sucet velkosti jeho protilahlych vnutornych uhlov 180°.

Matematicka indukcia

Ak sa snazime nie¢o dokazat pre vSetky prirodzené ¢isla poc¢nic niektorym, sta¢i ndm ukazat platnost nasho tvrdenia pre
toto pociatocné ¢islo a potom ukazaf platnost tvrdenia: ,ak nase tvrdenie plati pre ¢islo n, potom plati aj pre ¢islo n + 1
Zakladna myslienka takéhoto ddkazu sa ¢asto ukazuje na domine. Niekedy sa tieto kvadre stavaju do dlhého radu tak, aby
kazdy pri svojom péade so sebou stiahol na zem aj svojho bezprostredného suseda. Potom na to, aby spadli vsetky kocky,
postadi zhodenie prvej z nich. Inak povedané, ak vieme, Ze n. kocka zapric¢ini pad (n+1)., sta¢f ndm zapri¢init pad 1. kocky
radu.

Dirichletov princip

Majme n predmetov a m priehradok. Chceme poukladat predmety do priehradok tak, aby kazdy predmet bol v prave jednej
priehradke. Dirichletov princip je jednoduché tvrdenie, ze ak je n > m (predmetov viac ako priehradok), tak potom v aspon
jednej priehradke budi aspon dva predmety (v silnejsej verzii vieme tvrdit, Ze pri n priehradkach a aspon kn+ 1 predmetoch
(pre prirodzené k) existuje priehradka s k& + 1 predmetmi).

Polynémy
Polyném, alebo aj mnohoélen, stuptia n je vyraz v tvare P(z) = ag + a;x! + agz? + -+ + a, 2", kde a; st dané konsStanty

a x je premenné. Cislo ¢ sa nazyva korefiom polynému P, ak plati, ze P(t) = 0, teda polyném mé v tomto bode hodnotu
nula. V takom pripade vyraz (z —t) deli cely polyném P, ¢ize plati P(x) = (z —t) - Q(z), kde @ je polyném stupnia n — 1.

Nazov STROM - korespondenény matematicky semindr
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