Cislo 4 Letny semester 44. ro¢nika (2019,/2020)

STROM

KoreSpondenény matematicky seminar

Caute!

Zima — nezimna sa ndm kond¢i a leto — letna séria sa nam zac¢ina. Pomaly ale isto sa
nam priroda zobudza a s hou prichadzaji nové problémy. Aby ste sa nemuseli to-
muto divadlu len ne¢inne prizerat, pripravili sme si aj pre vas nejaké tie zaludnosti.
Nemusite sa ale bat, Ze by na vas v8ak vyskodili nejaké pakone, tento neskodny
fesak na véas bude len dozerat tak ako aj zaciatkom 8kolského roka. A aby toho
nebolo malo, pripravili sme si pre vas aj nejaké infosky tuto niZsie a nejaké dobré
rady v zavere. Nezostéava uZ ni¢ iné, iba zaZelat vam vela jarosti, teda radosti, a
hor sa do ratania.

Navzdy vasi STROMéci

TMM

Aj toto leto mozes stravit tyzden plny zabavy s kamaratmi a super veducimi na Téabore mladych matematikov. Mo6Ze§ sa
tesit na neopakovatelny program, zabavne podant matiku a prijemnt spolo¢nost.
TMM sa bude konat 16. - 23. augusta v Penziéne pod Sitnom na Po¢tuvadlianskom jazere a je uréené pre budtcich siedmakov
az buducich druhékov na strednej skole. Kompletné informécie ako aj prihlasovanie najdes na nasej stranke. Nenechavaj si
prihlasenie na poslednt chvilu, lebo pocet miest je obmedzeny. Tesime sa na teba.

Naboj

Nezadrzatelne sa k nam blizi aj najvacsia timova sataZ roku, ktorou je nas obltubeny Néaboj. Tento rok sa uskutocni
13. 3. 2020. Sutazit sa bude v mestach Bratislava, Kosice, Praha, Opava, Pasov, Linec, Ziirich, Krakov, Varsava, Vroclav,
Bialystok, Budapest, Veszprém, Cambridge, Edinburgh, Konstanca a Novosibirsk, takze konkurencia bude naozaj velka. Ak
o sitazi vela neviete a chceli by ste sa so svojou Skolou zapojit, pripadne ziskat nejaké d'alsie informécie, navstivte stranku
http://math.naboj.org/. Detaily sa buda ¢oskoro posielat aj do $kol. STROMAcI sa na vas uZ tesia v Kosiciach :)

2% z dani

Aj tento rok mozu vasi rodic¢ia venovat 2% (niektori dokonca az 3%) zo svojich dani verejnoprospesnym organizaciam ako
sme my.

Peniaze ziskané z 2% v STROMe vyuZivame na pokrytie ¢asti ndkladov spojenych s aktivitami pre vas (kopirovanie ¢asopisov,
poStovné, ceny na stutaziach, aktivity na sustredeniach,. .. ).

Chceme vas preto poprosit, aby ste rodicom, ¢lenom svojej blizkej aj vzdialenej rodiny, susedom a kl'udne aj cudzim
ludom na ulici porozpravali o naSich aktivitach a poprosili ich, aby svojou troskou podporili nagu dobrovolnicku ¢innost a
pomohli tym skupine mladych cielavedomych I'udi zabezpecujicich chod tychto tzasnych seminarov, ktoré tak zboZziujete.
Porozpravajte im, ¢o pre vas znamena suistredenie, ¢o vam dava rieSenie tloh nasho seminara a vysvetlite im, Ze takto
podporia aj va$ rozvoj a prispeji k zmysluplnému traveniu vasho volného ¢asu.

Potrebné informacie o tom, ako darovat 2%, najdete na stranke https://zdruzenie.strom.sk/sk/zdruzenie/2percenta/.
Radi vam zodpovieme Tubovolné otézky ohladom naSej podpory aj na e-mailovej adrese info@strom. sk. f)akujeme!
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Pokyny pre riesitelov

Seminar je urceny pre ziakov prvého az §tvrtého roc¢nika strednych 8koél a prislusnych tried osemroc¢nych a bilingvalnych
gymnazii. Zapojit sa moézu aj ziaci nizsich roénikov; v sitazi maji rovnaké podmienky a vyhody ako prvaci. STROM je
sutaz jednotlivcov a riadi sa organiza¢nym poriadkom zaregistrovanym na Ministerstve Skolstva, vedy, vyskumu a Sportu
Slovenskej republiky pod ¢islom 2016-9485/41562:71-10EO0.

Registracia

Koresponden¢ny matematicky seminar STROM je jednou z aktivit narodného projektu I'T Akadémia — vzdelavanie pre 21.
storoCie (itakademia.sk). Pred tym ako odogles prvé priklady (postou, alebo elektronicky), je preto potrebné, aby si sa na
tuto aktivitu prihlasil.

Ak si sa zapojil do niektorej z nasich aktivit v rdmci projektu, tak uz mas konto na portéli registracia.itakademia.sk.
V takomto pripade staci, ak sa prihlasis§ na aktivitu Korespondenény matematicky seminar STROM na tomto portali.

Ak eSte nie si registrovany v projekte, vyplii ndm kontaktné tidaje v dotazniku, ktory najde$ na stranke seminara, a my ti
konto vytvorime.

Registracia je povinné, ak chces, aby tvoje rieSenia boli opravené. Vdaka tomu, Ze seminér je jednou z aktivit projektu,
st v8etky aktivity v ramci neho pre teba bezplatné, a tak, ak sa bude$ snazit, budes sa moct zucastnit sustredenia v
Danigovciach bezplatne a pre najlepsich troch rieSitelov st pripravené knizné poukazky.

S registraciou nech ti pomozu rodic¢ia alebo ucitel v gkole. V pripade, Ze mas ty alebo tvoji rodic¢ia, resp. uditelia akékolvek
otazky k registracii, nevahajte nas kontaktovat e-mailom na sutaze@itakademia.sk.

Prihlasenie do semestra

Prihl4senie do semestra prebieha online, na naSej webovej stranke seminar.strom.sk. Ak si novym rieSitelom, alebo este
nemé§ vytvoreny ucet, zaregistruj sa a vyplii povinné udaje v uzivatelskom profile — odkaz Aktualizovat profil v sekcii
Sprava uctu. Tieto udaje potrebujeme, aby sme sa s Tebou mohli skontaktovat aj v ¢ase, ked nie si v skole (prazdniny,
...), v pripade pozyvania na sustredenie a tiez, aby sme ta mohli uverejnit v poradi riesitelov aktuélnej ¢asti seminaru. Na
tejto stranke najdes takisto svoje opravené a obodované rieSenia, bez ohladu na to, ako si ich poslal.

Prihlaska (vyplnenie profilu) je povinna pre vietkych riesitel'ov. Ulohy, ktoré sa nedaju priradit k uzivatelovi s korektne
vyplnenym profilom, nebuda opravené.

Ako pisat rieSenie

Ulohy rieste zasadne samostatne, neodpisujte, v rieSeniach vysvetlujte cely svoj myslienkovy postup ako v Matematickej
olympiade. Svoje rieSenia moZete posielat poStou alebo cez nasu webovu stranku, nie odovzdavat osobne. Pri opravovani sa
drzime zasady, Ze ¢o sa ned4 precitat, nemoze byt ohodnotené bodmi. Preto zvaZte, & nenapiSete svoje rieSenia na pocitaci.
RieSenia postou zasielajte do uvedeného terminu (rozhoduje datum posStovej pediatky) na adresu

Zdruzenie STROM, PF UPJS7 Jesenna 5, 041 54 Kosice.

Elektronické odovzdavanie je mozné do uvedeného terminu cez novy webovy portal na stranke seminar.strom.sk. Sibor
s rieSenim odovzdate jednoducho po prihlaseni do svojho uzivatel'ského uétu — tlacidlo Odovzdat pri konkrétnom priklade v
sekcii Priklady. Ulohy odovzdavajte priméarne vo formate PDF, portal na vase riziko zvladne aj konverziu z inych formatov
ako je JPG, PNG, ¢i DOC.

Jedine v pripade technickych problémov na naSej strane je mozné poslat rieSenia vo formate PDF (rieSenia v inom
formate nebudt akceptované) na e-mailovi adresu riesenia.strom@strom. sk.

RieSenie kazdej ulohy piSte na samostatny papier formatu A4, respektive do samostatného siboru, na vysku s menom,
gkolou, triedou a ¢islom tlohy. Ak by vam nebolo jasné zadanie niektorej tlohy, obréatte sa na nés prostrednictvom
komentarom k tloham na naSej stranke, cez e-mail strom@strom. sk alebo osobne.

Bodovanie

Bodovanie tloh zavisi od kvality rieSenia. Za kazda dlohu moZe riesitel ziskat najviac 9 bodov. Body mozZete ziskat aj za
Giasto¢né vyrieSenie zadanych tloh. Preto sa nebojte poslat aj svoje netplné rieSenia. Do celkového poradia sa zapocitavaja
body takto:

Stvrtaci, oktava: vSetky vyrieSené tulohy
tretiaci, septima: vSetky vyrieSené tulohy
druhaci, sexta: péat najlepsie vyrieSenych tloh plus minimum z tychto piatich tloh
prvaci, kvinta a mladsi: pét najlepsie vyrieSenych tloh plus maximum z tychto piatich dloh
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Priklad pouzitia pravidiel

gtyria bratia, stvrtak Vlado, tretiak Fero, druhék Jaro a prvak Marcel, vyriesili vSetky tlohy tplne rovnako (zhodou nahod,
7e) za 3,2,4,1,5 a 4 body. Vlado potom ziskal 3+2+4+ 1+ 544 =19 bodov, Fero tiez ziskal 3+2+4+1+5+4 =19
bodov Jaro (34+2+4+5+4) +2 =20 bodov a Marcel (3+2+4+5+4)+5 =23 bodov. Jasné, nie?

RieSenia po termine

V pripade, Ze svoje rieSenie posleS po termine odovzdania, rieSenie ti opravime len v pripade, Ze ndm bude dorucené
dostyroch dni od terminu série. V tomto pripade ti za oneskorenie strhneme body. Body sa strhavaju nasledovne, podla
dlzky omeskania:

e do 24 h: 2/3 bodov zaokrihlené nahor
e viac ako 24h a do Styroch dni: 1/2 bodov zaokrihlené nahor
e viac ako Styri dni: rieSenie neopravujeme

Vo vynimoénych pripadoch mézeme body za rieSenie nezniZit.

Varovanie !!!

RieSenie zaloZené na vyuziti vypoctovej techniky spravidla nebude ohodnotené vysokym poc¢tom bodov. Hodnotené budua
len tie Casti rieSenia, ktorych spravnost je mozné overit v primeranom ¢ase.

Body sa samozrejme bez vynimky strhévaju za odpisovanie. Pri odpisovani rozliujeme podobné rieSenia (pocet bodov delime
poctom zucastnenych a zaokriahlime nadol) a ,,takmer kopie“, ktoré ostéavaju bez bodu. Ak (ndhodou) najdete tlohu riesent
v literature, uved'te nazov, autora a stranu, inak riskujete stratu bodov za odpisovanie (je v8ak potrebné napisat aj samotné
rieSenie). V pripade, Ze nie ste spokojni s bodovym ohodnotenim vagho riesenia, mdZete nam do dvoch tyzdiiov od rozoslania
rieSeni zaslat poStou staznost a ta bude preSetrené.

Sustredenie

Sustredenie je odmenou pre najlepsich, prilezitostou naucit sa nieco nové a stretnut sa s ostatnymi rieitelmi. Zucastiuji
sa ho riesitelia koreSponden¢nych sérii na zaklade poradia po koreSpondenénych séridch danej ¢asti roénika. Stustredenia sa
moZu zGdastnit aj tspesni rieditelia inych matematickych sataz organizovanych PF UPJS v Kogiciach a Zdruzenim STROM,
ak to kapacitné moznosti umoznia. Ststredenie je uréené najmé pre studentov strednych kol (a im prislusnych roénikov na
osemro¢nom gymnéaziu), mladsi Ziaci (ti, ktori pocas sustredenia nie st stredoskoldkmi) st pozvani ako nahradnici. Dalsi
acastnici a ndhradnici st pozyvani podla poradia STROMu, nie v8ak ti riegitelia, ktori uz maju maturitu za sebou.
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Zadania uloh letného semestra 44. ro¢nika

Nezabudni si vytvorit ¢i aktualizovat profil na seminar. strom. sk.

Prva séria
Termin odoslania rieSeni: 30. 3. 2020

1. Majme doty¢nicovy Stvoruholnik ABCD rozdeleny uhloprieckou AC' na 2 trojuholniky. DokaZte, Ze kruznica vpisané
trojuholniku ABC sa dotkne tsecky AC' v rovnakom bode ako kruznica vpisané trojuholniku ADC.

2. Majme Stvorcovu tabulku s rozmermi n x n. Kazdé policko tabulky je zafarbené ¢ervenou, zelenou alebo Zltou farbou.
Bez toho, aby sme videli tabul'ku, si musime tipnit, ¢i je v nej parny alebo neparny pocet ¢ervenych policok. Co si mame
tipnat v zavislosti od n, aby sme mali va¢siu Sancu, Ze si tipneme spravne? Vieme, Ze kazdé mozné ofarbenie tabulky je
rovnako pravdepodobné.

3. Konvexny 2020-uholnik ma vSetky svoje vrcholy v mrezovych bodoch (teda maju celo¢iselné stradnice) a mé celo¢iselné
strany. Dokazte, Ze obvod tohto ttvaru je parne ¢islo.

4. Medzi vietkymi nezapornymi ¢islami reprezentovanymi vztahom 36* —5!, kde k a [ st kladné celé Gisla, najdite najmensie.
Svoje tvrdenie dokazte.

5. V rovine je bod s celo¢iselnymi suradnicami [z,y], av8ak tieto stradnice nepozname. Pozname vSak hodnoty vyrazov
22 +y a y? + x, pricom tieto hodnoty st rézne. Dokéite, 7e s tymito informaciami vieme jednoznaéne uréit saradnice
hladaného bodu.

6. Majme k prepinacov v rade. Kazdy prepinac¢ ukazuje hore, doprava, dole alebo dolava. Ak tri susedné prepinace ukazuju
roznymi smermi, prepneme vSetky tri do Stvrtého smeru. Ak by v jednom momente bolo viac takychto trojic, prepneme
tl najviac nalavo. UkaZte, Ze sa proces zastavi.
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Druhé séria
Termin odoslania rieSeni: 27. 4:. 2020

1. Majme ¢isla od 1 do n. Pre kazdé n najdite najvicsie k také, ze naSe ¢isla vieme rozdelit do k skupin s rovnakym stctom.

2. Majme rovnostranny trojuholnik. Kazd4 jeho strana je rozdelend na k rovnakych ¢asti pomocou k — 1 bodov. Tymito
bodmi ved'me rovnobezky so zvyinymi dvoma stranami trojuholnika. Takto vznikne trojuholnikové siet zlozena z k2
mensich trojuholnikovych poli¢ok. Nazvime retaz taka sekvenciu policok, Ze kazdé policko je v nej zahrnuté maximélne
raz a po sebe nasledujice policka maja spolo¢ni stranu. Ak je najdlhSia moZné retaz?

3. Kazdé z ¢isel aq,as,...,a, je rovné 1 alebo —1 a plati
a1a20304 + 2030405 + a3a40506 + -+ + Ap—10n0102 + apaiazaz =0
Dokazte, Ze n je delitelné 4.

4. Je dany $tvorsten ABCD. Po tse¢ke AB sa pohybuje bod X. Oznac¢me P péatu vysky spustenej z bodu D na priamku
CX. Uréte mnozinu bodov P, ktoré vyhovuju zadaniu.

5. Najdite najvicsie ¢islo p také, Ze je mozné na Sachovnicu 2019 x 2019 umiestnit p pesiakov a p + 2019 veZi tak, aby sa
Ziadne dve veZe neohrozovali. (Dve veZe sa ohrozuju, ak st v tom istom riadku alebo stlpci a vetky policka medzi nimi
st prazdne).

6. Nech ABC je ostrouhly nerovnoramenny trojuholnik, M je stred strany BC a AD je os uhla pri vrchole A, pricom D
lezi na strane BC. Kruznica opisana trojuholniku ADM pretina AB v bode E a AC v bode F. Bod I je stred EF a M1
pretina priamky AB v bode X a AC v bode Y. Dokézte, ze AXY je rovnoramenny.

Autori zadani tloh: Viktoéria Brezinova, Jakub Genc¢i, Martin Masrna, Martin Mihalik, Kristina Mislanova, Daniel Ondus,
Zaneta SemaniSinova, Martin Stevko
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Mohlo by sa hodit

Geometria

Veta o obvodovom a stredovom uhle: Majme oblik AB na kruznici so stredom S. Uhol ASB sa nazyva stredovy uhol k
obluku (nad tetivou) AB. Nech X je l'ubovolny bod na dlhSom obluku AB, potom uhol AX B sa nazyva obvodovy k obliku
(nad tetivou) AB a jeho velkost je rovnaka pre kazdu polohu bodu X, a to polovica velkosti prislugného stredového uhla.

Tetivovy Stvoruholnik: Tetivovy Stvoruholnik je taky, ktorému sa dé opisat kruznica. Stvoruholnik je tetivovy prave
vtedy, ked je stucet velkosti jeho protilahlych vnutornych uhlov 180°.

Matematicka indukcia

Ak sa snaZzime nie¢o dokéazat pre vSetky prirodzené &isla pocnic niektorym, staci nam ukazat platnost nésho tvrdenia pre
toto pociatocné ¢islo a potom ukazat platnost tvrdenia: ,Ak naSe tvrdenie plati pre ¢islo n, potom plati aj pre ¢islo n + 1.¢
Zakladna myslienka takéhoto dokazu sa ¢asto ukazuje na domine. Niekedy sa tieto kvadre stavaji do dlhého radu tak, aby
kazdy pri svojom pade so sebou stiahol na zem aj svojho bezprostredného suseda. Potom na to, aby spadli v8etky kocky,
postadi zhodenie prvej z nich. Inak povedané, ak vieme, Ze n. kocka zapri¢ini pad (n+ 1)., sta¢i ndm zapri¢init pad 1. kocky
radu.

Dirichletov princip

Majme n predmetov a m priechradok. Chceme poukladat predmety do priehradok tak, aby kazdy predmet bol v préave jednej
priehradke. Dirichletov princip je jednoduché tvrdenie, Ze ak je n > m (predmetov viac ako priehradok), tak potom v aspon
jednej priehradke budu aspoii dva predmety (v silnejSej verzii vieme tvrdit, Ze pri n priehradkach a aspon kn+ 1 predmetoch
(pre prirodzené k) existuje priehradka s k + 1 predmetmi).

Polynémy

Polynoém alebo an mnohoélen stupha n je vyraz v tvare P(x) = ap + arz' + asx? 4+ - + a,2”, kde a; st dané konstanty a
x je premenné. Cislo ¢t sa nazyva koren polynomu P, ak plati, ze P(t) = 0, teda polyném méa v tomto bode hodnotu nula.
V takom pripade vyraz (z — t) deli cely polynom P, ¢ize plati P(x) = (x — t) - Q(z), kde @ je polyném stupiia n — 1.
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