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STROM

KoreSpondenény matematicky seminar

Ahoj!

Prave sa Ti dostal do ruk ¢asopis STROMu! Je to matematicky seminar, vdaka ktorému sa na konci polroka moézes dostat
prec¢ zo Skoly na cely tyzden, pocas ktorého zazijes matematiku v netradi¢nej podobe a mnozstvo zaujimavych hier. Ak si
stredogkolék, je presne pre Teba! Stadi vyrieSit dvanast (¢ tolko, kolko dokéazes) nevSednych tloh, ktorych rieSenie nam
posle§ dvakrat za polrok, my ich opravime, a ak buda dostatotne dobré, mozes ocakavat zazitky ako nikdy predtym!
V tomto ¢asopise nenajdes len spominané ilohy, ale aj pravidla. Tesime sa na Tvoje rieSenial

STROMACI

Kosicky Matboj

Aj tento rok sa moézete tesit na d'alsi ro¢nik sitaze Kogicky Matboj, ktory sa uskutoéni 23. oktébra 2020, samozrejme, ak to
dovoli aktualna situacia a epidemiologické opatrenia. Pozvanky s presnejsimi informéciami spolu s inStrukciami na prihlaso-
vanie rozposleme na Skoly koncom septembra. V pripade zaujmu si pravidlé, zadania a rieSenia predchadzajicich roénikov
moZete pozriet uz teraz na nasej stranke seminar.strom.sk/sk/matboj. Difame, Ze sa budeme moct stretnut v ¢o najvac-
Som pocte a teSime sa na Vés.

Sifrovacka Kos8

Smutili ste cely rok, lebo ste nemali kam vyhodit odpadky? Mysleli ste si, Ze vaSe soboty boli nudné? Uz sa viac netrapte,
méame pre vas dobra spravu, pretoze aj napriek sicasnej situdcii vam aj tento rok ponikame moZnost zmerat si svoje
mentalne sily s kamaratmi, znamymi, ale aj dplnymi cudzincami. Preto nevahajte a pridte v sobotu, 24. 10., do Kosic.
0Od 9:00 do 17:00 budete mat moznost prebit sa 10 Siframi az do ciela. Sifrovacka je rozdelens do dvoch kategorii, takze si
na svoje pridu uplni zaciato¢nici, ale aj profici. Zozeite si najviac 5-Clenny tim a pridte sa zabavit na Kés. Viac informécif
a registraciu najdete na bit.ly/sifrovackakos a FB udalost na bit.ly/sifrovackakos2020£b.

Pokyny pre rieSitelov

Seminar je urceny pre ziakov prvého az Stvrtého ro¢nika strednych §kol a prislusnych tried osemroénych a bilingvalnych
gymnazii. Zapojit sa moézu aj ziaci nizsich roénikov; v sitazi maja rovnaké podmienky a vyhody ako prvaci. STROM je
sutaZ jednotlivcov a riadi sa organiza¢nym poriadkom zaregistrovanym na Ministerstve Skolstva, vedy, vyskumu a Sportu

Slovenskej republiky pod ¢islom 2016-9485/41562:71-10EQ.

Registracia

Koresponden¢ény matematicky seminar STROM je jednou z aktivit narodného projektu IT Akadémia — vzdeldvanie pre 21.
storocie (itakademia.sk). Pred tym ako odosles prvé priklady (poStou, alebo elektronicky), je preto potrebné, aby si sa
na tito aktivitu prihlésil.

Ak si sa zapojil do niektorej z nasich aktivit v rdmci projektu, tak uz mas konto na portédli registracia.itakademia.sk.
V takomto pripade staci, ak sa prihlasis§ na aktivitu Korespondenény matematicky seminar STROM na tomto portali.

Ak este nie si registrovany v projekte, vyplii nam kontaktné udaje v dotazniku, ktory najdes na stranke seminéra, a my ti
konto vytvorime.

Registracia je povinna, ak chces, aby tvoje rieSenia boli opravené. Vdaka tomu, Ze seminar je jednou z aktivit projektu, si
vSetky aktivity v ramci neho pre teba bezplatné, a tak, ak sa budes snaZzit, budes sa moct zucastnit sustredenia v DaniSovciach
bezplatne a pre najlepsich troch riesitelov su pripravené knizné poukazky.

S registraciou nech ti pomozu rodicia alebo uéitel v gkole. V pripade, Ze mas ty alebo tvoji rodicia, resp. ucitelia akékol'vek
otazky k registracii, nevahajte nas kontaktovat e-mailom na sutaze@itakademia.sk.
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Prihlasenie do semestra

Prihl4senie do semestra prebieha online, na naSej webovej stranke seminar.strom.sk. Ak si novym rieSitelom, alebo eSte

nemas vytvoreny ucet, zaregistruj sa a vyplii povinné udaje v uzivatelskom profile — odkaz Aktualizovat profil v sekcii

Sprava uctu. Tieto udaje potrebujeme, aby sme sa s Tebou mohli skontaktovat aj v ¢ase, ked nie si v skole (prazdniny,
..), v pripade pozyvania na sustredenie a tiez, aby sme ta mohli uverejnit v poradi riesitelov aktualnej ¢asti seminaru.

Na tejto stranke najdes takisto svoje opravené a obodované rieSenia, bez ohladu na to, ako si ich poslal.

Prihlagka (vyplnenie profilu) je povinna pre vetkych riesitel'ov. Ulohy, ktoré sa nedaji priradit k uzivatelovi s korektne

vyplnenym profilom, nebuda opravené.

Ako pisat rieSenie

Ulohy rieste zasadne samostatne, neodpisujte, v rieSeniach vysvetlujte cely svoj myslienkovy postup ako v Matematickej
olympiade. Svoje rieSenia mozete posielat poStou alebo cez nasu webovu stranku, nie odovzdavat osobne. Pri opravovani sa
drzime zasady, Ze ¢o sa ned4 precitat, nemoze byt ohodnotené bodmi. Preto zvaZte, & nenapiSete svoje rieSenia na pocitaci.
RieSenia postou zasielajte do uvedeného terminu (rozhoduje datum postovej pediatky) na adresu

Zdruzenie STROM, PF UPJS, Jesenné 5, 041 54 Kosice.

Elektronické odovzdavanie je mozné do uvedeného terminu cez novy webovy portal na stranke seminar.strom.sk. Sibor
s rieSenim odovzdate jednoducho po prihlaseni do svojho uzivatel'ského uctu — tlacidlo Odovzdat pri konkrétnom priklade
v sekcii Priklady. Ulohy odovzdavajte primarne vo formate PDF, portal na vase riziko zvladne aj konverziu z inych forméatov
ako je JPG, PNG, ¢ DOC.

Jedine v pripade technickych problémov na naSej strane je moZzné poslat rieSenia vo forméate PDF (rieSenia v inom
formate nebudt akceptované) na e-mailovi adresu riesenia.strom@strom.sk.

Riesenie kazdej ulohy piSte na samostatny papier formatu A4, respektive do samostatného suboru, na vysku s menom,
gkolou, triedou a ¢islom tlohy. Ak by vam nebolo jasné zadanie niektorej ulohy, obratte sa na nas prostrednictvom
komentarom k tilohdm na nasej stranke, cez e-mail strom@strom. sk alebo osobne.

Bodovanie

Bodovanie tloh zavisi od kvality rieSenia. Za kazda tlohu moze riesitel ziskat najviac 9 bodov. Body moézete ziskat aj za
Ciasto¢né vyrieSenie zadanych tloh. Preto sa nebojte poslat aj svoje netplné rieSenia. Do celkového poradia sa zapocitavaja
body takto:

Stvrtaci, oktava: vSetky vyrieSené tlohy
tretiaci, septima: vSetky vyrieSené tulohy
druhéci, sexta: péat najlepsie vyrieSenych tloh plus minimum z tychto piatich dloh
prvaci, kvinta a mladsi: péat najlepsie vyrieSenych tloh plus maximum z tychto piatich tloh

Priklad pouzitia pravidiel
Styria bratia, stvrtak Vlado, tretiak Fero, druhék Jaro a prvak Marcel, vyriesili vetky tlohy tplne rovnako (zhodou nahod,

7e) za 3,2,4,1,5 a 4 body. Vlado potom ziskal 3+2+4+ 1+ 544 =19 bodov, Fero tiez ziskal 3+2+4+1+5+4 =19
bodov Jaro (34+2+4+5+4) + 2 =20 bodov a Marcel (3+2+4+5+4)+5 =23 bodov. Jasné, nie?

RieSenia po termine
V pripade, Ze svoje rieSenie posles po termine odovzdania, rieSenie ti opravime len v pripade, ze ndm bude dorucené
dostyroch dni od terminu série. V tomto pripade ti za oneskorenie strhneme body. Body sa strhévaji nasledovne, podla
dlzky omeskania:

e do 24 h: 2/3 bodov zaokrtihlené nahor

e viac ako 24h a do tyroch dni: 1/2 bodov zaokrihlené nahor

e viac ako $tyri dni: rieSenie neopravujeme

Vo vynimoé¢nych pripadoch mézeme body za rieSenie neznizit.


https://seminar.strom.sk
https://seminar.strom.sk
mailto:riesenia.strom@strom.sk
mailto:strom@strom.sk

STROM 3 2020/2021

Varovanie !!!

RieSenie zalozené na vyuziti vypoctovej techniky spravidla nebude ohodnotené vysokym poé¢tom bodov. Hodnotené budua
len tie Casti rieSenia, ktorych spravnost je mozné overit v primeranom case.

Body sa samozrejme bez vynimky strhavaju za odpisovanie. Pri odpisovani rozlisujeme podobné riesenia (pocet bodov delime
po¢tom zucastnenych a zaokrihlime nadol) a ,takmer kopie“, ktoré ostavaji bez bodu. Ak (ndhodou) najdete tlohu riesena
v literature, uved'te nazov, autora a stranu, inak riskujete stratu bodov za odpisovanie (je v8ak potrebné napisat aj samotné
rieSenie). V pripade, Ze nie ste spokojni s bodovym ohodnotenim vasho rieSenia, moZzete ndm do dvoch tyZzdiov od rozoslania
rieSeni zaslat poStou staznost a t4 bude preSetrené.

Hlasy

Okrem bodov moZzete ziskat aj hlasy. Kladné hlasy moZzete ziskat za pekné a originalne rieSenia tiloh a riesitelov s najvaésim
po¢tom hlasov na konci semestra odmenime. AvSak mozeme udelit aj zdporné hlasy, napriklad za odpisovanie alebo velmi
neelegantné rieSenie (napriklad skuSanie obrovského po¢tu moznosti pomocou programu, rieSenie z literattry) a riesitelov,
ktori budii mat na konci semestra -3 hlasy alebo menej, moéZeme nepozvat na sustredenie, aj v pripade, Ze by na to mali
dostatok bodov.

Ststredenie

Sustredenie je odmenou pre najlepsich, prileZitostou naucit sa nie¢o nové a stretnit sa s ostatnymi rieSitelmi. Zucastiuju
sa ho riesitelia koreSponden¢nych sérii na zaklade poradia po koreSpondenénych séridch danej ¢asti rocnika. Stustredenia sa
moZu zucastnit aj aspesni rieSitelia inych matematickych satazi organizovanych PF UPJ S v Kogiciach a Zdruzenim STROM,
ak to kapacitné moZnosti umoznia. Sustredenie je urdené najmé pre Studentov strednych $kol (a im prislusnych roénikov
na osemro¢nom gymnaziu), mladsi Ziaci (ti, ktori pocas stustredenia nie st stredoskolakmi) st pozvani ako nédhradnici. Dalst
acastnici a ndhradnici st pozyvani podla poradia STROMu, nie v8ak ti riegitelia, ktori uz maja maturitu za sebou.

Zadania uloh zimného semestra 45. ro¢nika

Nezabudni si vytvorit ¢i aktualizovat profil na seminar.strom. sk.

Prva séria
Termin odovzdania rieSeni: 12. Oktébra 2020

1. Pre kazdé celé ¢islo n od 1 do 100 vratane si na papier napiSeme najmensie &islo, ktoré mé prave n delitelov. Kolko
z tychto ¢isel bude delitelnych troma?

2. Nech P je kone¢nd mnoZina bodov v rovine, nie nutne vo vSeobecnej polohe (t.j. moZe sa stat, Ze na priamke lezi tri
a viac bodov). Predpokladajme, Ze mnozina P spliia to, Ze v konvexnom obale kazdych piatich bodov (konvexny obal je
najmensi konvexny ttvar obsahujici dané body), ale nie na jeho hranici, lezi aspoii jeden d'alsi bod. Dokazte, Ze potom
kazdy konvexny patuholnik @) urceny bodmi z P obsahuje aspon jeden bod z P vo vnutornom péatuholniku uréenom
uhloprieckami patuholnika Q.

3. Do skoly chodi niekolko chlapcov a dievéat. Existuje kladné celé &slo k& > 2 také, Ze kazdy chlapec sa rozprava s prave k
dievCatami a kazdé dievCa sa rozprava s prave k chlapcami, priCom rozpravanie sa je vzajomné a chlapci ani dievéata sa
medzi sebou nerozpravaju. Ked sa ziak dozvie klebetu, povie ju vSetkym Ziakom, s ktorymi sa rozprava, a ak st v skole
vSetci, dozvie sa kazdu klebetu kazdy. Dano, ktory je jeden zo Ziakov, dnes jediny neprisiel do skoly. Ukazte, ze aj tak sa
klebeta od I'ubovolného Ziaka v 8kole dostane ku kazdému inému Ziakovi v gkole.

4. Na kruznici k lezia postupne body A, X, B, C a D, pricom |AX| = [BX]|. Nech M je priese¢nik priamok XC a BD
a nech N je priese¢nik XD a AC. Dalej nech K a L sa body, v ktorych priamka M N pretina kruznicu k. Dokézte, Ze
|[KX|=|LX]|.

5. Majme kladné realne ¢isla z, y, z, pre ktoré plati: z + y + z < 4 a zy + yz + zzx > 4. Ukazte, Ze aspon 2 z nerovnosti
o -y <2, |y — 2| <2, |z — | <2 platia,

6. Na usecke AC zvolime Tubovolne jej vnutorny bod B. Zostrojme postupne kruZznice ki, k2, k nad priemermi AB, BC,
AC'. Bodom B vedme Iubovolnu priamku p, ktora pretina kruznicu k v bodoch P, @ a kruZnice ki, ks v bodoch R, T.
Dokazte, ze plati |PR| = |QT.
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Druhé séria
Termin odovzdania rieent: ]_6 novembra 2020

1. Mihal mé vahu, na ktort déava kladné celé ¢isla. Na zacdiatku ma na kazdej strane nejaké kladné celé ¢islo. V kazdom
kroku zvoli dalgie kladné celé &islo, ktoré pripocita k &slu na lavej strane a ktorym vynéasobi ¢islo na pravej strane.
Mihal je $tastny, ak st po nejakom pocte krokov obe ¢&isla rovnaké. Ukéazte, Ze ak je na zaciatku na pravej strane vahy
éislo a > 2, tak vie Mihal dosiahnut rovnost ¢isel vykonanim nanajvys a — 1 krokov.

2. Najdite najmensie realne ¢islo p, pre ktoré pre T'ubovolnu dvojicu kladnych redlnych ¢isel a, b plati

a—i—b—p\/%S Va2 + b2,

3. Na stole je m modrych a z zelenych kamienkov (m a z st kladné celé ¢isla). Timka a Zanetka hraja hru a striedaji sa
v tahoch, pricom Timka zacina. Hracka vo svojom tahu odoberie k kamienkov jednej farby zo stola, pricom k musi byt
delitel po¢tu kamienkov danej farby, ktoré st pred zacatim tohto tahu na stole. T4, ktora zoberie posledny kamienok,
vyhrava. Zistite, ktora z nich méa vitazni stratégiu a popiste ju.

4. Nech n je kladné celé &islo. Obyéajny stvorec radu n je §tvorec, v ktorom je v kazdom z n? poli¢ok napisané nejaké ¢islo
od 1 do n. Stromdcky stvorec radu n je oby¢ajny Stvorec, v ktorom je v kazdom stlpci a kazdom riadku kazdé éislo od
1 do n préave raz. Dva Stvorce S a Sy radu n sa kamardtia, ak plati, Ze pre kazdu dvojicu kladnych celych &isel (a,b),
a,b € {1,...,n}, nadjdeme nejaka poziciu (4,7), ¢,j € {1,...,n}, v §tvorci radu n taka, Ze S; ma na policku na pozicii
(i,4) ¢islo a a Se méa na policku (i, 5) ¢islo b. Ukazte, Ze pre dané kladné celé ¢isla m a n plati: m stroméackych Stvorcov
radu n takych, Ze sa kazda dvojica kamarati, existuje prave vtedy, ked existuje m+ 2 oby¢ajnych $tvorcov radu n takych,
ze sa kazdé dvojica kamarati.

5. St dané navzajom rozne body A, B, C, D také, Ze uhly ACB a ADB su pravé. Ozna¢me FE prieseénik priamok AC a BD
a F prieseénik priamok AD a BC. Dokazte, Ze kruznice opisané trojuholnikom ACF a ADE sa pretinaju na priamke
AB.

6. Najdite vietky dvojice realnych funkcii I, r splhajucich, Ze pre vietky realne &isla z, y plati
l(z —y) = U(x)r(y) + Wy)r(z).
a) Ulohu vyrieste za predpokladu, ze [(0) # 0.
b) Ulohu vyrieste za predpokladu, Ze 1(0) = 0.

Autori zadani tloh: Viktoria Brezinové, Jakub Gen¢i, Martin Masrna, Martin Mihalik, Kristina Mislanova, Daniel Ondus,
Zaneta SemaniSinova, Martin Stevko

Mohlo by sa hodit

(GGeometria
Talesova veta

Trojuholnik ABC je pravouhly s pravym uhlom pri vrchole C' prave vtedy, ked AB je priemerom kruZznice opisanej troju-
holniku ABC.

Veta o obvodovom a stredovom uhle

Majme obltik AB na kruznici so stredom S. Uhol ASB sa nazyva stredovy uhol k obluku (nad tetivou) AB. Nech X je
Tubovolny bod na dlh§om obliku AB, potom uhol AX B sa nazyva obvodovy k obliuku (nad tetivou) AB a jeho velkost je
rovnaka pre kazdi polohu bodu X, a to polovica velkosti prislugného stredového uhla.

Tetivovy Stvoruholnik

Tetivovy $tvoruholnik je taky, ktorému sa da opisat kruZznica. Stvoruholnik je tetivovy prave vtedy, ked je sudet velkosti
jeho protilahlych vnutornych uhlov 180°.
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Mocnost bodu ku kruZnici a chordala

Majme v rovine bod M a dant kruZnicu k so stredom S a polomerom r. Mocnost bodu M ku kruZnici k nazyvame reélne ¢islo
m =v% —r? kde v = |MS|. Da sa ukazat, Ze ak je bod M vo vonkajgej (resp. vnitornej) oblasti kruznice a p je Iubovolna
priamka prechadzajica bodom M, ktora pretina kruznicu k v bodoch P, @, plati m = |M P||M Q)| (resp. m = —|M P||MQ)).
Je zaujimavé, Ze tento sucin je rovnaky bez ohladu na priamku p a je uréeny len bodom M a kruZnicou k.

Majme teraz v rovine 2 kruznice k, [. Chordalou dvoch kruznic nazyvame mnozinu vSetkych bodov, ktoré maju rovnakua
mocnost k obom kruZniciam. D4 sa ukézat, Ze chordalou dvoch neststrednych kruznic je vzdy priamka kolmé na spojnicu
ich stredov. Odtial Tahko vyplyva, Ze chordalov dvoch pretinajucich sa kruznic bude priamka uréena ich prieseénikmi.
Viac o tejto téme sa moZete dozvediet napr. z materialu na tejto adrese:
prase.cz/library/MocnostAChordalyJT/MocnostAChordalyJT. pdf

Dirichletov princip

Majme n predmetov a m priehradok. Chceme poukladat predmety do priehradok tak, aby kazdy predmet bol v prave jednej
priehradke. Dirichletov princip je jednoduché tvrdenie, Ze ak je n > m (predmetov viac ako priehradok), tak potom v aspon
jednej priehradke budu aspoii dva predmety (v silnejSej verzii vieme tvrdit, Ze pri n priehradkach a aspon kn+ 1 predmetoch
(pre prirodzené k) existuje priehradka s k 4+ 1 predmetmi).

Nerovnosti
AG nerovnost

Pre kladné reélne ¢isla x1, o, ..., @, plati, Ze ich aritmeticky priemer je vicsi, nanajvys rovny (pri¢om rovnost nastéva
prave vtedy, ked z1 = 29 = - -+ = x,), ich geometrickému priemeru, t.j.

T1+ -+ Ty >

VZT1 Ty
n

Funkcionalne rovnice

Tato tématika sa na strednych gkolach velmi nevyucuje, ale nie je to ni¢ komplikované. Ulohou je len najst vietky funkcie,
ktoré budu splhat zadanie. Najsilnejsia zbraf, ktord mame v rukach, je to, ze hladana funkcia spliia dant rovnost pre
vSetky hodnoty premennych z jej definiéného oboru. Preto méZeme funkcionalnu rovnicu riesit tak, ze skusime za x a y
dosadzat konkrétne hodnoty alebo vyrazy. Takto odvodime nutné podmienky, ktoré musi hfadana funkcia splhat. Nejde
vSak o podmienky postacujice, a preto je potrebné vyslednu funkciu do rovnice dosadit a urobit skugku. Viac o tom, ako
rieSit takéto ulohy, najdete napriklad tu: old.kms.sk/“mazo/matematika/funkcionalne_rov.pdf.

Nazov: STROM — koreSpondenény matematicky seminar
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