Cislo 5 Letny semester 47. ro¢nika (2022/2023)

STROM

KoreSpondenény matematicky seminar

Ahoj!

Tvojmu pohladu zjavne neuniklo d'algie vydanie STROMu, v ktorom néjdes nielen poradie po prvej sérii tohto semestra,
ale aj naSe vzorové rieSenia. Nezabudaj vSak, Ze sme eSte len v polcase, tak uréite nepolavuj a pusti sa do druhej série.
S radostou ocakavame Tvoje dalsie riesenial

STROMACI

Ako bude!

Tabor mladych matematikov

Uz tradi¢éne aj toto leto budeme organizovat Tébor mladych matematikov, ktory sa uskuto¢ni na Chate Sland Voda v
termine 8. az 15. augusta 2023.

Nevies, ¢o je to Tabor mladych matematikov, skratene TMM? Je to tabor, ktory je uréeny pre sucasnych Siestakov zékladnych
kol a7 prvakov strednych 8kol (a samozrejme tomu ekvivalentné ro¢niky viacroénych gymnéazii). Programom sa velmi podoba
na nase sustredenia, ktoré mate vSetci tak radi, ale TMM je o 2 dni dlhsie, takZe aj o 2 dni lepsie! Pozvanku s podrobnymi
informaciami a prihlasovaci formular najde$ na https://strom.sk/tmm/. S prihlasovanim vSak dlho neotalaj, kapacita
tabora je obmedzena. Te$ime sa na Tvoju ucast!


https://strom.sk/tmm/
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Opravovali: Kristin Mislanova a Lubo§ Vargovéik I
¢ Pocet rieSeni: 42 NajkrajSie rieSenie: Katka Farbulova -0 ua

Dokazte, ze skupinu I'ubovolnych 2n cifier, vieme rozdelit na dve skupiny o vel'kosti n tak, Ze rozdiel suctov ¢isel v tychto
skupinich bude nanajvys 9.

RieSenie

Majme na zaciatku v kazdej skupine iba jednu cifru (n = 1), najvadsi rozdiel tychto skupin moze byt 9 v pripade, Ze v jednej
skupine je 9 a v druhej 0.

Teraz budeme po dvojiciach postupne pridavat do kazdej skupiny jednu cifru a ukdZeme, Zze ak pred tymto pridanim bol
rozdiel sactov nanajvys 9, tak bude aj po pridani. Ozna¢me si S; a Sy aktualne sucty skupin a nech plati S; > S5. Rozdiel
tychto skupin bude S; — S3. Ak by sme teraz zobrali dve nové cifry a a b, pricom a < b a pridali by sme ich nasledujtcim
sposobom, tak rozdiel novovzniknutych skupin by bol (S; +a) — (S2 + b), ¢o sa da prepisat na (S; — S3) + (a — b). UZ vieme,
Ze rozdiel S7 — S5 je nanajvys 9 a najmenej 0. Rozdiel a — b je nanajvys 0 alebo najmenej —9. TakZe vyraz (51 —S2)+ (a—b)
si mozeme byt isti, Ze sa nikdy nevychyli z intervalu od —9 po 9 vratane.

Komentar

Pri rieSeni ste vo vidsine pripadov najprv vysvetlili ako by ste &isla rozdelovali do samotnych skupin tak, aby bol rozdiel
skupin nanajvys 9, no velakrat sa vam stalo, Ze ste zabudli dokéazat preco to funguje, ¢o bolo pointou rieSenia. V mnohych
pripadoch vam stacili aj dve vety na to, aby ste ziskali o 4 body viac. Nabudtce si na konci prejdite svoje rieSenie a vSimajte
si, ¢i je vSetko vysvetlené.

2 Opravovali: Miriam ,,Mirka* Horvathova a Martin Masrna
o Pocet rieSeni: 38 NajkrajSie rieSenie: Eva Krajéiova men_ oEEm

Urcte vSetky realne &isla p také, Ze pre Tubovolné kladné realne &isla xz, y plati nerovnost:

3 3
e
T+y

Riesenie
Ak mé4 nerovnost platit pre kazdé kladné realne x,y, tak musi platit aj pre z = y = 1. Potom vieme, Ze:

1

1P
5 2
1+p>2

p>1

1

Skasme teraz ukazat, Ze pre kazdé p > 1 naSa nerovnost plati. Upravujme:

3 + py? > o
r+y
z* + py®

—xy >0
r+y y=

13+y3
Tty
zlomok vykratit na 22 — zy + y2.

Pozrime sa na ¢itatel v zlomku . Podl'a znameho vzorca 23 +4° = (2 +vy)(2? — 2y +1?) si ho mozme upravit a nasledne

3 3 )8
"y’ =Ly ey >0
r+y r+y

—1)y3

(xQ—xy+y2)—xy+u20

Tty
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Teraz moéZeme upravit (x2 —zy + y2) — 2y na x? — 22y + y? a nésledne pouzit vzorec 2% — 2xy + 3% = (x — y)2.

(p—1)y°
r+y
(+y)(@—y)’+@@-1)y>>0

(x—y)?+ >0

Pozrime sa teraz na jednotlivé ¢leny Tavej strany:

o (z+y)(x—y)? >0, lebo z,y st kladné redlne ¢isla (teda z +y > 0) a druhd mocnina je vzdy nezdpornd (teda
(z—y)* > 0)
e (p—1)y3 >0, pretoze y je kladné, teda aj y> je kladné a zaroveir p > 1, takze p — 1 > 0

Dostavame stucet dvoch nezapornych éisel, ktory bude tiez urcite nezaporny, a teda > 0.

Vsetky tpravy boli ekvivalentné, kedZe x,y > 0, preto nerovnost zo zadania plati pre kazdé p > 1. Pre p < 1 neplati, pretoze
potom nebude platit pre x =y = 1.

Komentar

Pri podobnych ulohéch treba vidy dokazat dve veci. Prva je, Ze ¢isla, ktoré vyhovuji, vyhovuja pre vietky pripustné hodnoty
x,y. Druh4 je, ze ziadne iné ¢islo nevyhovuje pre aspon jednu hodnotu x,y. Velki cast z vas to zvladla a tlohu vyriesila
spréavne, kto zabudol na jednu z tychto veci, tomu isli body dole.

Napokon zopar slov k rieSeniam vyuzivajucim derivacie — pri pouzivani derivacii a inych nastrojov z matematickej analyzy
budte opatrni — veci vi¢Sinou nie s také jednoduché, ako si myslite. Napriklad, ak chceme néjst lokalne extrémy funkcie,
nestadi zistit, v akych bodoch sa derivacia rovna nule (skiste si to pre z%). Dobre sa uistite, Ze ovladate tedriu, ked chcete
pouZivat tieto nastroje. Alebo ulohu vyrieste bez nich — nikdy do STROMu nedame tlohu, na ktorej vyrieSenie by ste
potrebovali ovladat derivacie, integraly alebo iné vysokogkolské ucivo.

Opravovali: Erik ,,Rici“ Novak a Stefan Vasak I
e Pocet rieSeni: 26 Najkrajsie rieSenie: Eva Kraj¢iova FYT [T

Nech M je najmensSia mnozina raciondlnych ¢isel, ktora ma nasledovné vlastnosti:

e M obsahuje %

q

e Ak M obsahuje 2 L kde p je celé ¢islo a q je kladné celé ¢islo, tak obsahuje aj p+q a i

Dokazte, ze mnozina M obsahuje vetky racionalne ¢isla v intervale (0, 1).

RieSenie
Jednou z vlastnosti raciondlnych ¢isel je, ze sa vSetky daju zapisat v tvare ¢, pricom a je z mnoziny celych ¢isel a b je
z mnoziny kladnych celych ¢isel. Pre racionélne ¢isla z intervalu (0, 1) navySe plati a < b a a > 0.

Na dokazanie vyuzijeme dokaz sporom. Povedzme, Ze existuje zlomok ¢ taky, Ze patri do (0, 1), no nepatri do mnoziny M,
pricom a, b st kladné celé a a < b. Zo vSetkych takychto zlomkov, ktoré by teoreticky mohli existovat si navySe vezmime
ten, ktory ma najmensiu hodnotu v menovateli, teda b je minimalne mozné. Za tohto predpokladu plati, ze kazdy zlomok
s mensim menovatelom uz do mnoziny M uréite patri.

Vyzbrojeni touto vedomostou sa pozrime na vztah medzi ¢islami a a b — a:

l.a<b-—a

Pozrime sa lepsie na zlomok 3%-—. KedZe plati, Ze a < b — a, vieme, Ze tento zlomok patri do intervalu (0, 1). Zaroven
si véimnime, %e v menovateli mdme b — a, ¢o je v ZT mensie ako b. Za predpokladu, Ze ¢ je zlomok s najmensim
menovatelom, ktory stcasne nepatri do M, mozeme povedat, ze zlomok ;% do mnoziny M urcite patri. Zo zadania
dalej do M patri aj ﬁ = ¢. Dostavame tak spor, pretoze nas predpoklad bol, Ze tento zlomok do M nepatri,
no my sme zistili, ze do M patri.
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2.a=b—a
Z toho tpravou ziskame vztah b = 2a. N&3 zlomok je preto 5~ = %, ¢o do M zo zadania patri. Opét tak dostavame
spor.

3.a>b—a

Plati b — a > 0, pretoze b > a. Zaroven plati b — a < a. Ak sa pozrieme na zlomok I’?T“, tak opat moZzeme usudit, Ze
je z intervalu (0, 1). Menovatel je tentoraz a, ¢o je opat menej ako b. Preto, ak je splneny nas predpoklad, tak tento
zlomok uréite patri do M. V tomto pripade ale znova zo zadania patri do M aj ;——, ¢o je opét 3. Tym znovu

b—a-+a’
dostavame spor.

Ulohu sme teda dokazali sporom — ukézali sme, Ze jej negécia je nepravdiva.

Komentar

Pri rieSeni ste pouZili mnoho roéznych postupov. Tato diverzita nas tesi a nenechajte sa odradit, ak nezdielate myslienkovy
postup s tym, ktory prezentujeme vo vzoraku! Jednu vec, ktora by sme v8ak radi zo vzoraku vyzdvihli, je extremalny princip,
teda to, Ze ak existuju racionalne &isla mensie ako 1 ktoré nie st v M, tak nejaké z nich mé najmensi menovatel spomedzi
nich a dalej uz uvazujeme iba toto ¢islo.

Tato napohlad jednoduch& tvaha nam pomaha na konci dojst k velmi peknému sporu a rovnako by pomohla upratat
vo vSetkych tych rieSeniach, ktoré ju nespravili a pokusali sa réznymi krkolomnymi sposobmi dokazat, Ze sa z nejakého
zlomku ktory nie je v M uréite vieme dostat upravami k %

4 Opravovali: Michal Masrna, Oskar Hritz a Viliam Geffert
e Pocet rieseni: 12 Najkrajsie rieSenie: Marek Horvath | T

Kladné celé ¢islo n ma prave d delitelov a zaroven sa medzi jeho delitelmi nevyskytuje Stvorec vacsi nez 1. Kol'ko najviac
z tychto delitelov (vzhladom na n a d) moZeme vybrat tak, aby pre Ziadne dva vybrané delitele a, b nebol a? + ab — n
nenulovy Stvorec?

RieSenie

Pri tomto rieSeni je potrebné si uvedomit, Ze ak nejaké &slo n nemé ,Stvorcového* delitela, tak v8etky jeho prvoéinitele
nemo6zu mat vyssi exponent ako jeden. Totiz, ak by to platilo pre nejaky provéinitel p, potom by p? | n, ¢o je v spore
so zadanim. Z toho vyplyva, Ze ak mame v prvociselnom rozklade k prvocinitelov, tak d = (ky + 1)(ko 4+ 1)...(k, + 1) = 2F.
Dalej si uréime hornt hranicu poétu vybranych delitelov. Mozeme si viimnut, 7e ak vyberieme dva delitele a, b &isla n také,
7e ab = n, tak zadany vyraz a® 4 ab—n sa nam po dosadeni zmeni na tvar a®> +n —n = a2. To je vSak spor so zadanim, lebo
to je nenulovy Stvorec. Vieme, Ze n ma parny pocet delitelov, preto mozeme jeho delitelov rozdelit do disjunktnych dvojic,
ktorych stécin je n. Z kazdej takejto dvojice vieme vybrat najviac jedného delitela. Dokopy teda moZeme vybrat najviac g
delitelov.

Pozrime sa na pripad n = 1, ¢ize a = b = 1. Tu dostavame 12 +1-1—1 = 1. Cislo 1 je v8ak nenulovy Stvorec, takze pre
n = 1 mo6zeme vybrat 0 delitelov.

Ostéava pripad, ked n > 1. Ukazme, ze vzdy vieme vybrat aspofi % delitelov. VSimnime si, Ze ak vyberieme vSetky delitele
&isla n, ktoré obsahuji niektory z jeho prvocinitelov p, tak ich bude prave g. Dovodom je, ze pre kazdy takyto delitel x
existuje delitel %, ktory p neobsahuje a naopak. Ostava uz len dokéazat, Zze takyto vyber delitelov vyhovuje zadaniu. To
dokéZeme sporom. Predpokladajme, Ze existuje také a, b, pre ktoré by platilo:

aA+ab—n=m*>mezt

Vieme, Ze a, b aj n su delitelné p, takze ich mozeme zapisat v tvare pay, pbi, pni, kde a1, b1, ny st kladné celé &isla. Dosadme
a upravujme:

(par)? + parpby — pny = m?
p(pat + paiby — ny) = m?
Z toho vyplyva, Ze p | m?. Kedze p je prvoéislo, tak p | m a p? | m*:
p* | m?
p? | p(pai + paiby — )
p | pai +parby —
plm
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Vieme, Ze p | nq, preto musi platit, Ze p? | pny, resp. p? | n. To je viak spor s predpokladom, Ze n nema Ziadneho ,,§tvorcového
delitela.

Dokézali sme, Ze pre n > 1 mozeme vzdy vybrat % delitelov ¢isla n tak, aby platilo, Ze a? + ab — n nie je nenulovy Stvorec.

Komentar

V tulohéch, ako je tato, kde sa nas pytaja, kolko najviac (pripadne kolko najmenej) nie¢oho moze byt, ¢asto poméha si
rieSenie rozdelit na dve casti. V jednej Gasti ukdZete nejakt horna hranicu pre hladany pocet a v tej druhej vam uZ staci
najst Tubovolna konstrukciu pre tento pocet a dokazat o nej, ze spliia podmienky zadania. Tieto Gasti sa ¢asto dokazuju
odlisnym sposobom, preto moze byt jednoduchsie a prehladnejsie ich vo vaSom rieSeni jasne oddelit (tak ako sme to spravili
aj vo vzorovom rieeni), aby bolo Citatelovi vzdy jasné, ¢o sa aktualne snazime dokéazat. Uloha sa samozrejme dala riesit
aj priamo, napr. tak, ze dokdZeme, Ze a® 4+ ab — n bude nenulovy Stvorec prave vtedy, ked ab = n. Spisat takéto riegenie
spravne je v8ak narocnejsie a Tahko sa moZe stat neprehladnym.

Napokon by sme este chceli podotknut, Ze je vzdy potrebné sa zamysliet aj nad okrajovymi pripadmi, ¢o v tejto tlohe bola
1. Pre 1 totiz nevieme vybrat d/2 delitelov a tento pripad treba popisat osobitne.

5 Opravovali: Dano Ondus a Martin ,,&y* Andric¢ik I
e Pocet rieSeni: 8 Najkrajsie rieSenie: Martin Marcinéak TR R

fe'e) P

Postupnost {a;}3, spliia a; = 0 a pre kazdé k > 1 plati |aj41| = |ax + 1|. Dokéizte, Ze pre vietky kladné celé &isla n plati:

a1 +az+---+ay . 1

n - 2

RieSenie

Pozrime sa na postupnost {b;}7_; = {]a;|}_;. O nej vieme, Ze je nezédporna a b;y1 = b; = 1. Konkrétne b;11 = b; + 1 prave
vtedy, ak a; bolo nezaporné, a b;;1 = b; — 1 prave vtedy, ak a; bolo zaporné. Vidime, Ze postupnost a; mozeme jednoznacne
urc¢it zadanim postupnosti b;. Zafarbime si teda (kvoli prehladnosti) bordovou farbou tie b;, pre ktoré b,y; = b; + 1
a karminovou tie b;, kde b;41 = b; — 1. Nezafarbené ostane iba b,,.

Pod'me teraz indukciou dokézat, Ze a; +- - -+a, > —%. Na zaciatok sa presvedéime, Ze pre n = 1,2 tvrdenie plati (vysktsanim
1, resp. 2 moznosti). Pre indukény krok n — 2 — n si vezmime prvé karminové b; (ak ziadne karminové nie je, tak su vSetky
an, > 0 a tvrdenie plati). To muselo mat bordového predchodcu b;—;. Teraz z naSej postupnosti vySkrtnime b;—; a b;.
Dostaneme nova postupnost {b; };;21 u{b, };‘zz 41 Znovu spliajicu pozadované vlastnosti, ktorej opaénym smerom zodpoveda
prave {a; };;21 U{a iy splhajtca podmienku zo zadania. Zaroven sucet vyskrtnutych a;_; + a; = —1. Pre zostavajtcu
¢ast postupnosti potrebujeme dokézat a; + -+ +a;—2 + aip1 +- -+ an > —5 — (-1) = —”772. To je vsak préave indukény
predpoklad pre n — 2, takze sme tvrdenie dokazali.

Komentar

Ako vidno zo vzordku aj po¢tu bodov, tato iloha mala pomerne jednoduché rieSenie aj napriek tomu, Ze islo o 5ku. Vacésina
z vas vyuzila podobny trik s vyskrtnutim dvoch nasledujtcich ¢lenov. To je velmi pekny priklad indukcie, kde je prirodzenejsie
robit indukény krok z n na n + 2.
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6 Opravovali: Martin ,,Kopy* Kopéany a Matus Masrna I
e Pocet rieseni: 7 Najkrajsie rieSenie: Matas Libak |____|__|

Majme pravouhly trojuholnik ABC' s pravym uhlom pri vrchole B. Nech BD je vyska z vrcholu B na stranu AC' (bod D
lezi na AC). Dalej oznaéme R, S a T postupne stredy kruznic vpisanych trojuholnikom ABD, CBD a ABC. Ukazte, Ze
stred kruznice opisanej trojuholniku RST lezi na priamke AC.

RiesSenie

Oznacme si velkost uhla CAB ako 2a a velkost uhla BC' A ako 23. Sudet velkosti vnutornych uhlov v trojuholniku je 180
stupnov, tak 2a 4+ 26 + 90 = 180, z ¢oho vyplyva, Ze a + 8 = 45.

Trojuholnik ADB je pravouhly s pravym uhlom pri vrchole D, preto je velkost uhla DBA rovna 180 — 2a — 90 = 24.
Podobne, BDC' je pravouhly, takze velkost uhla CBD = 180 — 90 — 25 = 2a.

Stredy vpisanych kruznic sa nachadzaji na priese¢nikoch osi uhlov daného trojuholnika. Z toho vyplyva, ze body R a T lezia
obana osi uhla BAC abody S a T lezia oba na osi uhla BC A. Vdaka tomu, Ze st to osi uhlov plati, ze |[<BAT| = |<TAC| = «
a |[<BCT| = |«TCA| = .

Prieseénik priamok BS a AC ozname ako X a priese¢nik priamok BR a AC oznacme ako Y. Velkost uhla BX A vieme
vypoditat, lebo pozname zvys$né dva uhly v trojuholniku BX A.

|<BXA| = 180 — |<BAX| — |<XBA| = 180 — |<BAX| — |<ABD| —

BD
$:180—2a—25—a:90—a:25+a

7 toho vyplyva, Ze trojuholnik BX A je rovnoramenny, lebo uhly BXA a XBA st zhodné. Podobne uhol BY C' vieme
vypoditat ako 180 — |[<YCB| — |<CBY| = 2« + 8, takZe aj trojuholnik CBY je rovnoramenny.

A

B

Priese¢nik priamok AT a BS oznaéme ako M a priese¢nik priamok CT a BR ako N. Usetka AM je os uhla BAX v
rovnoramennom trojuholniku, takZe je to zaroven jeho vyska aj jeho taZznica. Bod M je preto stred strany BX a zaroven
priamka AM je kolma na BX. Podobne bod N je stredom strany BY a zarovenn uhol Y NC' je pravy.

Sucet uhlov v trojuholniku je 180 stuphov, preto |[<CTA| = 180 — |[<TCA| — |<TAC| = 180 — o — 3 = 180 — 45 = 135. Uhly
k nemu susedné, teda STM a RTN maju velkost 45 stupiiov.

Velkost uhla BSC vyratame z trojuholnika BSC ako 180 — |<SBC| — |<BCS| = 180 — a — 8 = 180 — 45 = 135 stupiiov. Z
toho vyplyva, ze jeho susedny uhol T'SM ma velkost 45 stupiiov. Podobne velkost uhla ARB vieme vypocitat z trojuholnika
ARB ako 180 — a — 8 = 135 stupiiov. Uhol TRN je k nemu susedny a ma vel'kost 45 stupiiov.

Z toho vyplyva, ze trojuholniky TMS a TN R st rovnoramenné so zékladhami T'S, respektive TR. Vdaka tomu os strany
TS prechadza cez bod M a os strany T'R prechadza cez bod N.
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Os strany T'S prechadza cez stred strany BX (M) a je rovnobezna s BY (pretoze obe st kolmé na priamku CT'). Z toho
vyplyva, Ze os strany T'S je stredna priecka trojuholnika BXY a pretina tisecku XY v jej strede, ozna¢me si ho G. Os strany
TR pretina BY v jej strede (IN) a zaroven je rovnobezna s BX, teda je to stredna priecka trojuholnika BY X a pretina
usecku XY tiez v jej strede G.

A

B

7 toho vyplyva, Ze os strany T'R a os strany T'S sa pretinaji na strane C'A. Stred kruZnice opisanej trojuholniku ST R vieme
néjst pomocou osi jeho stran. Stredom kruznice opisanej trojuholniku ST R je preto bod G, ktory lezi na priamke AC.

Komentar

O tejto tlohe musime povedat dve veci. Prvou je, Ze rozumieme, pre¢o vyzerala odstrasujuco. Po nakresleni nacrtu sme
mohli dostat trojuholnik s jednou vyskou, troma aZ siedmimi osami a Styrmi aZ siedmimi dopliiujicimi bodmi, a to ratame
iba tie dolezité veci (ktoré ako vSetci vieme, nie st nikdy to jediné v nacrte, ja som napriklad neodolal a pri rieSeni tlohy
som si nakreslil aspoii jednu kruznicu). Tento fakt potvrdzuje aj mensi pocet rieSeni.

Avgak druh& vec je, Ze presne ta istd vlastnost, ktora ju robila odstrasujucou, ju vedela urobit dostupnou aj pre menej
vycibrenych geometricov, resp. pre rozne zameranych geometri¢ov. Vela informécii na Gvod znamend vela rdoznych smerov,
v ktorych sa mozeme v naSom rieSeni uberat. Pre kazdého moZe fungovat nie¢o iné. Toto dokazuje fakt, Ze kazdé spravne
rieSenie, ktoré sme dostali, bolo odlisné. Dokonca boli v8etky z nich rozne od vzorového, ktoré sme si tiez vyberali z viacero
moznosti. Videli sme goniometriu, Svrekov bod, rézne druhy rovnobeznikov aj podobnost trojuholnikov.

Zovseobecnenie postupu, ktorym vam chceme poradit by teda vyzeral nejako takto. Tri vpisané kruZnice vytvorili vela
osi uhlov. To spolu so zadanymi pravymi uhlami navadzalo na uhlenie. Po tom, ako sme si vypisali vSetky zhodné uhly a
vydcislili sme, ¢o sme mohli, dalo ndm to vela moZnosti na dalsi krok. T'ym bolo pozretie sa na osi stran trojuholnika RST
a rozmyslenie si, prec¢o by sa mohli stretdvat na strane AC.

Jedno z nich bolo nage vzorové rieSenie, ktoré koniec koncov nepouzilo ni¢ viac ako zédkladné uhlenie a vlastnosti trojuholnikov.

Na zaver sme vybrali jedno poucenie z tejto tlohy pre podobné typy tloh. Casto je najvacsi nepriatel sa do tlohy jednoducho
pustit. Skisit sa vybrat smerom, na ktory méate pocit, Ze najviac navidza zadanie alebo nacrt. Ked pocas rieSenia narazite
na nejakého este vacsieho nepriatela, sktste sa znovu zastavit a rozmysliet, ktory smer by mohol viest k danej ¢asti dokazu.
Ak ni¢ nevymyslite, dokdZe pomoct narysovanie (tip: rysovanie pomocou softvéru na pod&itaci je jednoduché a presné).

Napriklad v naSom rieSeni by sa mohlo stat, Ze by sme urobili iba prvy krok s uhlenim a potom sme zistili, Ze nevieme,
ako to vyuzit na dokazanie ulohy. Tak by sme si jednoducho obrazok narysovali, dorysovali tam osi stran trojuholnika RST
(kedZze ich priese¢nik je predmetom zaujmu, tak takmer urcite buda viest k rieSeniu) a mohli si v8imnuat hned niekolko veci.
Napriklad to, Ze prechadzaju bodmi N a M, ich rovnobeZnost s tse¢kami BX a BY pripadne, Ze ich priese¢nik je zaroven
stredom tusecky XY. To nam dava konkrétnejsie ciele, ku ktorym vieme dojst pomocou uz ziskanych informacii a z ktorych
je zaroven velmi jednoduché riesenie doklepnut.
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Nezabudni si vytvorit ¢i aktualizovat profil na seminar. strom. sk.

Druhé séria
Termin odovzdania rieeni: ].7. aprﬂa 2023

Ak nevie§ pohnut d'alej s niektorou z tloh, skus sa pozriet na par tipov, ktoré najdes na nasej webovej stranke
seminar.strom.sk/media/uploads/mohlobysahodit.pdf.

1. Pre kladné celé n dokazte, ze plati

() D))<

2. Majme konvexny $tvoruholnik ABC'D. Ozna¢me E stred strany AB a F' stred strany C'D. Pre tento Stvoruholnik plati,
Ze |EF| = w. Dokazte, ze strany AD a BC' st rovnobezné.

3. Anton a Beton hraju hru s ¢islami od 1 do 2022. Na zadiatku su &isla zoradené zostupne. Anton mé silu A a Beton ma
silu B. Hradi sa striedaju v tahoch, po¢nic Antonom. V kazdom tahu si moze hrac so silou M vybrat nejakych M ¢isel
a T'ubovolne ich preusporiadat. Beton chce rad ¢isel usporiadat vzostupne, Anton mu v tom chce zabranit. Zistite, ¢ sa
to Betonovi podari za koneény pocet tahov, ak sila Antona je A = 1000 a Beton ma silu

a) B = 1000,
b) B = 1001,
¢) B =1002.

4. Majme usec¢ku AB a bod P v jej strede. Nech T' je bod dotyku dotyé¢nice vedenej z bodu A ku kruZnici s priemerom PB.
Vyjadrite dizku tsecky PT v zavislosti od dizky AB.

5. Postupnost {a;}2, splita a1 = 1 a ap 1 = ai + 1 pre vietky kladné celé ¢isla k. Dokazte, Ze existuje kladné celé &islo n
také, Ze a, je delitelné prvocislom, ktoré obsahuje viac ako 2022 cifier.

6. Najdite vSetky funkcie f : R — R také, ze

f(f(x) —y) = f@) + f(fy) = f(=2) +

pre vsetky x,y € R.


https://seminar.strom.sk
https://seminar.strom.sk/media/uploads/mohlobysahodit.pdf
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Poradie po 1. sérii letného semestra 47. ro¢nika

Poradie | Meno a priezvisko Roc¢nik | Skola 1. 2. 3. 4. 5 6.|H|CS
1. Lucia Chladna S2 GAMCABA |9 9 9 8 9 90| 54
2. Eva Krajc¢iova S1 GAlejKE 9 9 9 6 7 6|01 49
3.-6. Marek Horvath S2 GKonsPO 9 9 9 9 - - 10| 45
Michal ITkovi¢ S2 GSMTSPO 9 9 9 - 9 0| 45
Richard Vodicka S2 GAlejKE 9 9 9 9 - | 0| 45
Anna Podmanicka S2 GVarsZA 9 9 9 9 - - |0] 45
7.-8. Oliver Seman S1 GAlejKE 9 9 9 - 3 -10]39
Mats Pokorny S1 GAMCABA |8 9 9 4 - -0/ 39
9. - 10. Veronika Chovancova S4 PiarGTN 9 9 9 9 - - 10| 36
Michal Vodicka 79 GAlgjKE 9 9 9 - - - 10| 36
11. Janka Urbanova 79 GAlgjKE 9 9 4 - 1 - 10| 32
12. - 13. | Rudolf Kusy S1 GAMCABA |0 7 9 7 - - ]01]30
Martin Marcinédk S3 | Srobarka 9 3 9 - 9 -101]30
14. - 20. | Tomas Kubricky S2 GPostKE 9 9 9 - - - 10|27
Veronika Vodickova S2 GAlejKE 9 9 9 - - - 10|27
Eduard Fedoréuk S3 EGJAKKE 9 9 - - 9 - 0|27
Oskar Cacara S1 GPostKE 9 9 - - - 10| 27
Alenka Balintova 79 BGMHSu¢ 8 8 3 - - - 10|27
Martin Dudjak S1 SMl1adPP 9 9 - - - - 1027
Samuel Sandor S1 GPostKE 9 9 - - - - 1027
21. Matus Libak S2 GAlejKE 9 6 - 1 - 9]0 26
22. Branislav Jecim S3 | GSkolSN 9 9 7 - - -]0]25
23. - 24. | Martina Osuska 79 ZDrJDMA 9 5 3 - - - 10 22
Martin Mentel 79 BGMHSu¢ T 7 1 - - - |10 22
25. - 26. | Natalia Poliacikova S2 GPostKE 9 - 9 - - - 10] 18
Martin Smilnak S3 GAlejKE 9 9 - - - -1]0] 18
27. Maxima Anna Alzbeta Bednarcikova S2 GAlejKE T 9 - - - - 10]16
28. Katarina Farbulova S2 GPostKE 9 6 - - - - 10|15
29. - 30. | Bianka Gurska S3 GPostKE 9 3 2 - - -10] 14
Ondrej Kralik S2 GAlejKE 5 9 - - - - 10| 14
31. Tomas Sukel S1 GAGLSHE 9 2 - - - -10] 13
32. Michal Almasi S4 GPMIAKE 5 7 - - - - 10112
33. - 34. | Vladimir Slanina S2 GPostKE 3 8 - - - -0 11
Lucia Kles¢ova S2 GPostKE 5 6 - - - -]10]11
35. Sona Vasilova S2 GKukuPP - 6 2 - - -10 8
36. Nina Anna Betékova S1 GAGLSHE 5 - 1 - - -10 7
37. Sarah Klopstock 79 SpMNDaG 1 1 0 2 - 1|0 6
38. Tomas Boledovié 79 CZNarBA 5 - - - - -10 5
39. - 40. | Juraj Kramar S2 GAlegjKE 4 - - - - - 10| 4
Michal Ferdinandy 79 GAlegjKE o 1 2 - - -10]| 4
41. - 43. | Tomas Lang 79 ZOKozSN o - - - - 01]01] 0
Ladislav Jakab S3 SOTBrKN 0o 0 - 0 0 010 0
Lucia Szabo S2 |GPJSaRV |0 0 0 0 - 0[O0 0
Nazov: STROM — koreSpondenény matematicky seminér
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