Cislo 6 Letny semester 47. ro¢nika (2022/2023)

STROM

KoreSpondenény matematicky seminar

Ahoj!

Je tu dalsi ¢asopis STROMu, ktory prindSa vzorové rieSenia druhej série. Okrem toho, Ze je posledny v tomto semestri,
je vynimoé¢ny aj tym, Ze s nim prichddzaja aj pozvanky pre tych najlepSich z vas. Ti sa modZzu tesit na odmenu vo forme
tyzdiiového netradi¢ného sustredenia v obklopeni skvelymi tuc¢astnikmi a vedtcimi. Ak sa ti tam tentoraz nepodarilo dostat,
nezufaj. Pevne verime, Ze nabudtce sa s tebou uvidime!

STROMisti
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Opravovali: Natalia ,,Nata“ CigaSova a Oskar Hritz I
e Pocet rieSeni: 30 Najkrajsie rieSenia: Michal Vodi¢ka a Eduard Fedorcuk [ al

() D) orts) <

Pre kladné celé n dokézte, ze plati

RieSenie

Najprv sa pozrieme, ¢i naozaj modzeme podcitat tlohu pre vSetky kladné celé n. Napriklad hned pre n = 1 bude hodnota
poslednej zatvorky 1 + 12—171 =1+ %, ¢o zrejme nemoze nastat. Preto budeme brat do uvahy iba n > 2.

Dalej by sme chceli pracovat s vyrazom zo zadania, ale je to trochu naro¢né v jeho povodnej forme. VSetky ¢initele vyrazu
s v tvare 1 + ﬁ, ¢o vieme upravit na tvar:

1 -1 1 K-1+1 k2

1 = = = )
I Ry R Sy TR R {3 (A

Nas povodny vyraz vdaka tomu prepiSeme na:

22 32 n?
2-1)2+1) B-DE+1) " (n-1(n+1)
¢o je rovné:
22.32...p2 22.32...p2

C-D2+D)B-1DB+1)--(n-Dn+1) 1324 (n-Dn+1)
Pozrieme sa teraz samostatne na Citatela a menovatela. V &itateli mame 22 - 3%---n? = (n!)2. V menovateli méme:

o (n—1)-krat ¢islo (k— 1) pre 2 < k <n, ¢o je dokopy 1-2---(n—1) = (n— 1)

e (n—1)-krat ¢islo (k+ 1) pre 2 < k <mn, ¢o je dokopy 3-4---(n+1) = 2'3'4";"“) = ("42'1)!.
7 toho nam vychadza zlomok:

(n!)? nl-n n 2n n+1)+(n-1) n—1

(n— 1) G0 Dl T @) T o1 n+1 n+l

Cislo n — 1 je zrejme mensie ako n + 1, a kedZe st obe &isla kladné, tak bude zlomok Z—j& <1, teda 1+ Z—j& < 2.

Komentar

Uloha sa dala riesit viacerymi spésobmi. Tieto sposoby rieSenia zviaésa spadali do dvoch kategorii: uprava vyrazu do tvaru,
z ktorého bolo rieSenie zjavné, a matematickd indukcia.

V oboch pripadoch bolo potrebné si dat pozor na isté kroky v postupe. Pri iprave vyrazu bolo najdolezitejsou ¢astou rieSenia
ukazat (ale hlavne aj dokazat) kratenie ¢itatelov a menovatelov. Toto kratenie bolo mozné uskuto¢nit viacerymi metdédami,
len bolo nutné, aby zvolena metéda bola doklepnuta az do konca.

Pri matematickej indukcii bolo zase dolezité, aby boli dodrzané oba jej kroky, menovite otestovany najmensi pripad a spravne
prevedeny indukény krok. Matematicka indukcia je celkom silna zbrain a vrelo odporuc¢ame, aby sa na fiu ti, ¢o ju nepoznaja
alebo tlohy s fiou neoblubuji, bliZsie pozreli. :D

Opravovali: Lubo Vargovéik a Michal Masrna I
e Pocet rieSeni: 23 Najkrajsie rieSenia: Michal Vodicka a Richard Vodicka | P

Majme konvexny stvoruholntk ABCD. Ozna¢me E stred strany AB a F stred strany C'D. Pre tento Stvoruholnik plati, ze
|[EF| = w. Dokézte, ze strany AD a BC st rovnobezné.
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RieSenie

A E B

Na zaciatku si vyznaéme uhloprie¢ku BD a jej stred si ozna¢me S. Trojuholnik ADB mé strednid priecku E'S a trojuholnik
BCD ma strednu priecku SF, pretoze E a F su stredy stran AB a CD a S je stred strany BD. Z vlastnosti strednych
. . _|AD| _ |BC| S . _ |AD|+|BC]| . _ |AD| | |BC] _
priecok vyplyva |ES| = 5= a |SF| = ‘5=, Zo zadania vieme, ze |[EF| = “==5=, takze |ES| + |SF| = 5= + 5 =
L;“BC‘ = |EF|. Body E, S a F preto musia lezat vSetky na jednej priamke.
Dalej z vlastnosti strednych priecok vieme, ze ES je rovnobeiné s AD a SF je rovnobezné s BC. Usecky ES a SF lezia
na jednej priamke, takze usecky AD a BC su obe rovnobezné s touto priamkou, a preto su aj usecky AD a BC navzajom
rovnobeZné, ¢o sme chceli dokézat.

Komentar

Vo vzorovom rieSeni uddvame podla nas najelegantnejSie a najkrajsie rieSenie, kazdopadne, tloha sa dala vyriesit roznymi
spOsobmi. Mnohi z vas napriklad tspesne vyuzili stredovi simernost a premietli cely Stvoruholnik alebo iba bod D podla
stredu E a aplikovali podobnii tivahu na body na body D', B a C.

3 Opravovali: Erik ,,Rici* Novak a Mirka Horvathova I
e Pocet rieseni: 19 Najkrajsie rieSenie: Marek Horvath __.|_||I.

Anton a Beton hraju hru s &slami od 1 do 2022. Na zadiatku su ¢isla zoradené zostupne. Anton ma silu A a Beton ma
silu B. Hradi sa striedaju v tahoch, po¢nic Antonom. V kazdom tahu si moze hraé so silou M vybrat nejakych M ¢isel a
Iubovolne ich preusporiadat. Beton chce rad ¢isel usporiadat vzostupne, Anton mu v tom chce zabranit. Zistite, ¢i sa to
Betonovi podari za koneény pocet tahov, ak sila Antona je A = 1000 a Beton mé silu

a) B = 1000,

b) B = 1001,

¢) B =1002.
RieSenie

Postupne si rozoberieme v8etky moZnosti sil Betona a povieme si, v ktorych z nich vie vyhrat. Pozrime sa najprv na pripad,
kedy A = 1000 aj B = 1000.

Za¢ne Anton, ktory nespravi ni¢. Nasledne po hom Beton vyuzije svoju silu tak, aby preusporiadal nejakych 1000 ¢isel.
Po jeho tahu v8ak opét nasleduje Anton, ktory &isla vrati do povodného stavu. Takto bude hra pokracovat cely ¢as, a tak
v tomto pripade Beton nedokiZe vyhrat za kone¢ny podéet tahov.

Teraz si rozoberme pripad, ked A = 1000 a B = 1001.

Rad 2022 ¢isel si pomyselne rozdelime na polovicu tak, Ze &isla na poziciach 1 az 1011 oznac¢ime ako prva polovica radu a
¢isla 1012 az 2022 ako druha polovica radu. Na zaciatku su &isla usporiadané zostupne, teda na to, aby na konci hry boli
¢isla usporiadané vzostupne, vetky ¢isla z prvej polovice musia skoné¢it na miestach v druhej polovici a naopak.

Ak chceme, aby ¢islo preslo z jednej polovice na druhti, musime v druhej polovici najst &islo, s ktorym sa ¢&islo z prvej
polovice vymeni. Z Dirichletovho principu vsak vyplyva, Ze aspon jedno ¢&islo z tych, ktoré si Beton vyberie, neprejde na
opacni polovicu. KedZe si vybera 1001 &sel, musi si z jednej polovice vybrat aspon o jedno &slo viac ako z druhej.
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Nasledne je na tahu Anton, ktory len v8etkych nanajvys 1000 ¢&isel, ktoré si teraz v spravnej polovici radu, da do pévodného
stavu, a teda ani v pripade, ak A = 1000 a B = 1001, Beton vyhrat nemdoze.

Pozrime sa este na posledny pripad, ked A = 1000 a B = 1002. Anton za¢ne a preusporiada nejakych 1000 éisel. Beton
nasledne moze spét preusporiadat vSetkych Antonovych 1000 &isel a zvysi mu este sila 2. Pomocou nej moze vymenit &isla
1 a 2022, ¢im ich dostane na spravne pozicie. Nasledne pdjde Anton, ktory preusporiada nejakych 1000 ¢isel. Beton potom
moze vratit vsetkych 1000 Antonovych &isel a tentoraz vymenit 2 a 2021. Takto bude hra pokrac¢ovat. Beton vzdy dokaze
vratit Antonov tah a navySe spravne umiestnit jednu dvojicu. Po 1011 tahoch teda budu &isla zoradené podla Betona.

Komentar

Moznosti, kde B = 1000 a B = 1002 ste vyriesili zviicsa bez problémov. Tazsi uz bol pripad pre B = 1001, v ktorom
ste sice prigli na to, Ze Beton stale vyhrat nevie, no podlozZili ste to argumentmi, ktoré nie st stale pravda. TotiZto mnohi
ste prehlasili, ze 1001-ica ¢isel sa nikdy neda dosadit na spravne miesta. To ale nie je pravda, ved keby rad vyzeral ako
(1001, 1000, ...,1,1002,...,2022), tak by sme vedeli prepermutovat prvii 1001-icu a dostat vzostupny rad. Pointou nebolo,
7e sa nikdy neda preusporiadanim 1001-ice dosadit vSetky na svoje miesta, ale Ze sa to neda na zac¢iatku a Anton to vie tak
udrzat, ¢o bolo treba dokazat.

Opravovali: Stevo Vasak a Pato Palovéik I
e Pocet rieSeni: 28 Najkrajsie rieSenie: Eva Kraj¢iova [

Majme tsecku AB a bod P v jej strede. Nech T je bod dotyku doty¢nice vedenej z bodu A ku kruZnici s priemerom PB.
Vyjadrite dlzku usecky PT v zavislosti od dlzky AB.

RieSenie

Oznacme si stred kruznice S a jej polomer r. VSimnime si, Ze kedze P je stred AB, tak vieme povedat, ze |AP| = 2r,
|PS| =|SB|=ra|AB| = 4r.

A 2r P r S r B

Skasme teraz ukazat, ze trojuholniky ABT a AT P st podobné.

Tieto trojuholniky maju <T'AB spolo¢ny. Najdime jednu dvojicu rovnako velkych uhlov a dok4Zme, Ze trojuholniky si
podobné podla vety uu. ST je tieZ polomer kruZnice, a teda trojuholnik BTS bude rovnoramenny so zakladhou BT.
Ozna¢me si uhly pri jeho zakladni ako a. V&imnime si, ze <PTB je uhol nad priemerom kruznice PB. Tym padom je
pravy (Télesova kruznica) a |<PTS| je 90 — |<<STB| = 90 — a. Opét si v8imnime, Zze <ATS je pravy, pretoze AT je
dotycnicou ku kruznici. |[<<ATP| je 90 — |[<PTS| = 90 — (90 — a) = «. Nasgli sme takto este jednu dvojicu rovnakych uhlov
|<<ABT| = |<ATP| = «, a teda vieme, Ze trojuholniky AT P a ABT st podobné. Odtial

|PT|  |AT|
|BT|  |AB|’

|AB| uz mame vyjadrené ako 4r. Podla Pytagorovej vety teraz uz vieme z pravouhlého trojuholnika AST doratat

AT| = /IAS]? = |STI? = V/(3r)2 — 12 = V&r? = 22r.

Po dosadeni do pomerov dostavame
PT|  2v2r 1

|BT|  4r /2’
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¢ize |BT| = V/2|PT|. Teraz si zapiseme Pytagorovu vetu v trojuholniku PBT: |PT|?> + |BT|? = |PB|?. |PB| uZ pozname
ako 2r a tiez si mdzeme dosadit vztah, ktory sme vyratali pred chvilou.
|PT* + (V2|PT))* = (2r)°
|PT|? + 2|PT|? = 4r*

|PT? = a7
3

2r

PT| = =

|PT| 7
4

|PT| = —

2v3
A kedZze |AB| = 4r, tak to tam moZzeme jednoducho dosadit a dostavame

\PT| = 14B|
23

Komentar

Uloha dopadla vel'mi dobre, o om svedéi mnozstvo deviatbodovych rieSeni. K rieSeniu ste pouzivali viaceré pristupy, mozno
eSte Castejsi ako tento zo vzorového riesenia bol pomocou kosinusovej vety, avSak aj inymi postupmi vécSina z vas dospela
k spravnemu rieSeniu, ¢o nas velmi tesi. :)

5 Opravovali: Daniel Ondus$ a Viliam Geffert I
e Pocet rieSeni: 8 Najkrajsie rieSenie: Lucka Chladna I____|___

Postupnost {a;}32, spliiaa; =1aapy; = ai + 1 pre vietky kladné celé ¢isla k. Dokazte, Ze existuje kladné celé ¢islo n take,
7e ay je delitelné prvoéislom, ktoré obsahuje viac ako 2022 cifier.

RieSenie

Nech p je prvocislo, ktoré deli nejaky ¢len postupnosti a,,. Zaénime tym, Ze si dokdZeme pomocné tvrdenie o zvyskoch po

deleni ¢lenov postupnosti prvocislom p, a t Zze postupnost tychto zvyskov bude mat periodu m, kde m je index prvého ¢lenu,

ktory je delitelny prvocislom p. Pre dokdzanie tohto tvrdenia uvazujme, Ze ¢len ag je definovany. ag by mal hodnotu 0, ked’ze
2 2

ar =ag+1=0°+1.

Vseobecne chceme prehlasit, ze an4n = a, (mod p), ¢o ukdZeme matematickou indukciou. Tvrdenie pre n = 0 samozrejme
plati. Nech plati am,4pn = @, (mod p). Potom am4pni1 = a?nJrn—i—l aan,y1 = a2+1, z toho okamzite plynie, Ze Gy ni1 = Ani1
(mod p).

Mozeme si vSimnut, Ze ako dosledok bude pre dané p a m ag,, =0 mod p pre vSetky k € N.

Vyuzime teraz toto tvrdenie na dokézanie hlavného tvrdenia. Vezmime si vSetky prvocisla p; az p, také, Ze kazdé deli aspon
jeden ¢len postupnosti. K nim si vezmime ¢isla i1 az i, ktoré nadm vyjadruju index vyskytu prvého ¢lenu postupnosti, ktory
bude delitelny prvoéislom p, (i1 pre ¢len delitelny p; atd.). Ako sme uZ ukazali, ak ¢len postupnosti a,, bude delitelny
prvocislom p, tak kazdy dalsi ¢len ayn,, kde k € N bude taktiez delitelny prvocislom p. Ozna¢me si stéin &éisel iy az i, ako
j. Vieme teda prehlésit, ze ¢len postupnosti a; bude delitelny prvocislami p; az p,,. Potom ale aj a? je deliteIné p; az p,,
z ¢oho ajy1 = a? + 1 déva zvySok 1 po deleni kazdym z nich. No kedze vieme, Ze a;11 # 1, tak musi platit, Ze a;4+1 je
delitelné dalsim prvocislom, ktoré ma viac ako 2022 cifier.

Komentar

Tuto tlohu zopér z vas vyriesilo inym sposobom, a to tak, Ze si v druhej Gasti rieSenia dokézalo, Ze existuje nekonecne vela
prvocisel, ktoré budu delit nejaky ¢len postupnosti. A kedZe zadanie od nas pozaduje koneéné ¢islo (prvocislo s viac ako
2022 ciframi), tak vieme, Ze tato situacia nastane.
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6 Opravovali: Martin Masrna a Kristin Mislanova I
o Pocet rieseni: 16 NajkrajSie rieSenia: Eva Krajéiova, Oliver Seman _|___|.|_

Najdite vSetky funkcie f : R — R také, ze

pre vietky xz,y € R.
Riesenie

KedZe rovnost plati pre vSetky realne ¢isla x, y, tak sa moZzeme pozriet, ¢o dostaneme z niekolkych konkrétnych dosadeni.
Z dosadenia [0, 0] mame:

Nasledne vezmime dosadenie [0, £(0)]:

F(£0) = f(0)) = £(0) + f(£(£(0)) = f(0)) + 0,
F(0) = f(0) + F(f(£(0)) = £(0)),
0= F(£(£(0)) = £(0)).

)= f
Vyuzitim dvakrat vysledku z prvého dosadenia f(f(0)) = 2f(0) dostaneme:

Teraz sa pozrieme na dosadenie [0, y], pri¢om v dpravach uz budeme vyuzivat poznatok, ze f(0) = 0:

F(F0) —y) = F(0) + F(f(y) = £(0)) +0,
f(=y) = f(f().

Posledné dosadenie, ktoré budeme potrebovat, je [z, f(x)]
f(f(@) = f(z)) = f(z) + f(f(f(2) — f(-2)) +z,
f0) = f(z) + f(f(f(2)) = f(—2)) + =,
0= f(z)+ f(f(f(z)) — f(—2)) + =

Vdaka tomu, ¢o sme uz ukazali pri trefom dosadeni, vieme, Ze pre vSetky redlne x musi platit f(—x) = f(f(z)). Takze
posledni rovnost vieme zjednodusit na:

0= f(@) + f(f(—x) = f(—2)) +,
0= f(z)+ f(0) + =,
flz) =—x
V tejto chvili sme ukazali, Ze ak rieSenie existuje, tak potom je nim funkcia v tvare f(z) = —z pre vietky 2 € R. NemoZeme

to v8ak eSte prehlasit za rieSenie, pretoZe tpravy, ktoré sme robili, neboli ekvivalentné, takze to potrebujeme este dosadit
do povodnej rovnice:

(@) —y) = f@) + f(f(y) - f(=2)) + =,
flcz—y)=—2+ f(-y—=z)+uz,
rT+y=y-+wx.

Vidime, Ze funkcia f(x) = —x vyhovuje povodnému zadaniu, a teda je to jediné rieSenie danej rovnice.

Komentar

Jedina rada na zaver: rieSenie kazdej funkciondlky musi koncit skiuskou a dosadenim do pdvodnej rovnice, bez toho tloha
nie je kompletna. Mohlo by sa totiZto stat, Zze dané dloha vobec rieSenie nema.



STROM 7 2022/2023

Konecné poradie letného semestra 47. roc¢nika

Poradie | Meno a priezvisko Roc¢nik | Skola PS|1. 2. 3 4. 5 6.|H| CS
1. Lucia Chladna S2 GAMCABA |54 |9 9 9 9 9 9|0 108
2. Eva Krajc¢iova S1 GAlegjKE 4919 - 9 9 9 9|0 103
3. Richard Vodicka S2 GAlgjKE 4519 9 - 9 9 9]0/ 99
4. Anna Podmanicka S2 GVarsZA 45 |18 9 9 9 - 90| 98
5. Michal ITkovié S2 GSMTSPO 4519 9 8 9 - 710 9
6. Oliver Seman S1 GAlejKE 3919 - 9 9 9 90| 93
7. Marek Horvath S2 GKonsPO 4519 - 9 9 - 7|0 8
8.-9. Michal Vodicka 79 GAlgjKE 36 19 9 - 9 - - |[0] 72
Toméas Kubricky S2 GPostKE 2719 9 - 9 - 90| 72
10. - 11. | Janka Urbanova 79 GAlejKE 3219 9 - 9 - - [0] 68
Alenka Balintova 79 BGMHSu¢ 2719 9 7 - - 710/ 68
12. Matus Libak S2 GAlejKE 2619 7 - 7 - 7101 63
13. Ondrej Kralik S2 GAlgjKE 419 9 7 9 0 1|0/ 56
14. Lucia Klescova S2 GPostKE 1118 9 6 9 6 | 0| 55
15. Samuel Sandor S1 | GPostKE 2718 - - 8 - -|o0]o>51
16. Branislav Jecim S3 | GSkolSN 25 |8 - 7 - - 9]0/ 49
17. - 18. | Martin Smilidk S3 GAlejKE 819 - 5 9 - 5|0/ 46
Bianka Gurska S3 GPostKE 4 (7 9 7 9 - - |0 46
19. - 20. | Matas Pokorny S1 | GAMCABA [39 |- 0 - 6 - =-]0] 45
Eduard Fedoréuk S3 EGJAKKE 2719 - - 9 - - |0 45
21. Veronika Vodickova S2 GAlejKE 2718 - - 9 - - [0 4
22, Martina Osuska 79 ZDrJDMA 215 2 9 - - - [0 43
23. - 24. | Veronika Chovancova S4 PiarGTN 36 (- - - - - - 101 36
Alzbeta Klimentova S3 GPostKE 0 7 9 6 9 0 5|0 36
25. Oskar Cacara S1 GPostKE 27 | 8 - - - - 101 35
26. Martin Dudjak S1 SMl1adPP 210/ 7 - - - - - 10| 34
27. Katarina Farbulova S2 GPostKE 5(- 9 - 9 - - 10| 33
28. - 30. | Rudolf Kusy S1 GAMCABA |30 | - - - - - -0/ 30
Martin Marcin¢ak S3 Srobarka 30|- - - - - -101 30
Sona Vasilova S2 GKukuPP 8 9 9 - 4 - - 101 30
31. Martin Mentel 79 BGMHSu¢ 211 1 3 - 0 -1]101] 28
32. Mats Sedlar S3 | GSMTSPO | 0 |8 9 5 1 ? - |0/ 23
33. Tomas Sukel S1 GAGLSHE 3|- - - 9 - - ]10| 22
34. Natalia Polia¢ikova S2 GPostKE 8 (- - - - - - 10] 18
35. Maxima Anna Alzbeta Bednar¢ikova S2 GAlejKE %6(- - - - - -101 16
36. Nina Anna Betakova S1 GAGLSHE 7 1 0 3 0 - 1|01 13
37. Michal Almaéasi S4 GPMIAKE 2(- - - - - - 10 12
38. - 39. | Michal Ferdinandy 79 GAlegjKE 4 - - 3 2 - -]0 1
Vladimir Slanina S2 GPostKE 11 | - - - - - 10 11
40. Terézia Stanova S3 EGJAKKE 0 - - -9 - -10 9
41. Tomas Boledovic 79 CZNarBA 5 -3 - - - -10 8
42. Sarah Klopstock 79 SpMNDaG | 6 | - - - - -|o| 6
43. - 44. | Tom4s Lang 79 ZOKozSN 0 1 0 2 - - -0 4
Juraj Kramar S2 GAlegjKE 4 - - - - - -0 4
45. - 46. | Ladislav Jakab S3 SOTBrKN 0 o o - 0 - ~-10 0
Lucia Szabé S2 GPJSaRV 0 - - - - -10 0
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Nazov: STROM — koreSpondenény matematicky seminar

Cislo 6 @ Maj 2023 e Letny semester 47. roénika (2022/2023)
Web: seminar.strom.sk
E-mail: strom@strom. sk

RieSenia: Prijimame odovzdanim na webe a v pripade poruchy stranky na adrese riesenia.strom@strom. sk.

Vydava: Zdruzenie STROM, Jesenna 5, 041 54 Kosice
Web: zdruzenie.strom.sk
E-mail: info@strom.sk

Organizacny poriadok koreSpondencnych matematickych semindrov Malyndr, Matik, STROM je zaregistrovany na
Ministerstve skolstva, vedy, viskumu a Sportu Slovenskej republiky pod ¢islom 2017/13750:2-10B0.


https://seminar.strom.sk
mailto:strom@strom.sk
mailto:riesenia.strom@strom.sk
https://zdruzenie.strom.sk
mailto:info@strom.sk

